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Mathematische Logik 1 AUSSAGENLOGIK

1 Aussagenlogik

1.1 Aussagen und Junktoren

1.1.1 De�nition

Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik besteht aus:

1. Aussagesymbolen: p0, p1, p2, . . .
Metasprachliche Variable: p� (�Aussagevariablen�)

2. Junktoren (Verknüpfungszeichen, Konnektive):

0-stellig: K (Falsum)

1-stellig:  (Negation)

2-stellig: ^ (Konjunktion),
_ (Disjunktion),
ñ (Implikation),
ô (Biimplikation, Äquivalenz)

Metasprachliche Variable: �

3. Hilfszeichen: p, q

Die Aussagesymbole und K heiÿen auch atomare Aussagen oder Atome.

1.1.2 De�nition (Aussagenmenge PROP)

Die Menge PROP der Aussagen oder Formen ist die kleinste Menge X, für die gilt:

1. p� P X, K P X

2. ϕ,ψ P X ñ pϕ � ψq P X

3. ϕ P X ñ  ϕ P X

(ϕ und ψ sind metasprachliche Variablen für Zeichenreihen - später werden sie für Aussagen verwendet.)

Jeder induktiven De�nition entspricht ein Induktionsprinzip:

Beispiel: Sei N die kleinste Menge X, für die gilt: 0 P X, n P Xñ n| P X
Dann gilt: Sei A eine Eigenschaft, so dass

1. Ap0q

2. Apnq ñ Apn|q

Dann gilt Apnq für jedes n.

2 www.bioinfoblog.de



Mathematische Logik 1 AUSSAGENLOGIK

Beweis: Betrachte X :� tn P N : Apnqu, dann gilt:

1. 0 P X

2. n P X ñ n| P X

Also ist X eine Menge, für die 1. und 2. gilt. Also ist N P X die kleinste Menge, für die 1. und 2. gilt. Also gilt
Apnq für alle n P N.

1.1.3 Theorem (Induktionsprinzip für Aussagen)

Sei A eine Eigenschaft, so dass gilt:

1. App�q, ApKq

2. Apϕq, Apψq ñ Appϕ � ψqq

3. Apϕq ñ App ϕqq

Dann gilt Apϕq für alle ϕ P PROP .

Beweis: Betrachte X :� tϕ P PROP : Apϕqu, dann gilt: p�,K P X; ϕ,ψ P X ñ pϕ � ψq P X; ϕ P X ñ
p ϕq P X. Da PROP die kleinste Menge mit diesen Eigenschaften ist, gilt: PROP ¤ X. Also gilt Apϕq für alle
ϕ P PROP .

Beispiel: Jede Aussage hat eine gerade Anzahl von Klammern.

Beweis:

IA: p�,K haben 0 Klammern.

IS: ϕ habe 2n Klammern und ψ habe 2m Klammern, dann hat pϕ � ψq 2n � 2m � 2 � 2pn �m � 1q
Klammern und p ϕq hat 2n� 2 � 2pn� 1q Klammern.

1.1.4 De�nition (Bildungsfolgen)

Eine Bildungsfolge für ϕ (von ϕ) ist eine Folge ϕ0, ϕ1, . . . ϕn mit ϕn � ϕ, so dass für jedes i (0 ¤ i ¤ n) einer
der folgenden Fälle gilt:

1. ϕi ist atomar

2. ϕi ist pϕj � ϕkq für j, k   i

3. ϕi ist p ϕjq für j   i

Beweis:

1. In einer Bildungsfolge für ϕ können �irrelevante� Elemente vorkommen.

2. Jedes Anfangsstück einer Bildungsfolge ist eine Bildungsfolge.

1.1.5 Theorem (PROP und Bildungsfolgen)

PROP ist die Menge aller Ausdrücke, für die es Bildungsfolgen gibt.
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Mathematische Logik 1 AUSSAGENLOGIK

Beweis: Sei F die Menge aller Ausdrücke, für die es Bildungsfolgen gibt.

PROP ¤ F : IA: Automare Aussage p�und K sind eindeutige Bildungsfolgen.
IS: Seien ϕ0, . . . , ϕn und ψ0, . . . , ψm � ψ, pϕn � ψmq Bildungsfolge für ϕ � ψ.
Analog für  .

F ¤ PROP : Sei ϕ0, . . . , ϕn Bildungsfolge.
Zeige: ϕn P PROP ist die Induktion über n.
n � 0: ϕ0 ist nach De�nition atomar, aber ϕ0 P PROP .
Seien alle Ausdrücke mit Bildungsfolge der Länge m   n in PROP .
ϕn ist atomar.

`
ϕn � pϕi � ϕjq für i, j   n
Da ϕi und ϕj kürzere Bildungsfolgen sind, müssen ϕi, ϕj P PROP
Damit pϕi � ϕjq P PROP .

`
ϕn � p ϕiq analog.

De�nition (Struktur oder Gliederungsbäume)

Falls ϕ atomar, dann T pϕq=

ϕ

T ppϕ � ψqq=

�

T pψqT pϕq

T pp ϕqq=

 

T pϕq

1.1.6 De�nition (Teilformeln)

Subpϕq � tϕu falls ϕ atomar.
Subppϕ � ψqq � tpϕ � ψqu Y Subpϕq Y Subpψq
Subpp ϕqq � tp ϕqu Y Subpϕq
ψ heiÿt Teilformel von ϕ, falls ψ P Subpϕq.

1.1.7 Theorem (De�nition durch Rekursion)

Seien Abbildungen H
�

: A� AÑ A und H : AÑ A Abbildungen aus der Menge der Atome in A, dann gibt
es genau eine Abbildung: F : PROP Ñ A mit

• F pϕq � Hatpϕq, falls ϕ atomar

• F ppϕ � ψqq � H
�
pF pϕq, F pψqq

• F pp ϕqq � H pF pϕqq

De�nition (Rang von Aussagen)

rpp�q � rpKq � 0
rppϕ � ψqq � max prpϕq, rpψqq � 1
rpp ϕqq � rpϕq � 1

1.1.8 Theorem (Ranginduktion)

p@ψq rrpψq   rpϕq ñ Apψqs ñ Apϕq ñ @ϕApϕq

Die Relation ϕsubψ: ϕ P Subpψq ist transitiv.
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Mathematische Logik 1 AUSSAGENLOGIK

Beweis: σsubψsubϕ
Sei ϕ atomar, dann ϕ � ψ � σ.
Sei ϕ � pϕ1 � ϕ2q, dann entweder:

1. ψ � ϕ1 � ϕ2 � ϕ
`

2. ψsubϕ1

3. ψsubϕ2

σsubϕ1 und IV
Dann σsubϕ
Sei ϕ � p ϕ1q analog.

Abkürzung: ϕ
¤
 
¥
ψ für rpϕq

¤
 
¥
rpψq

@ϕrp@ψ   ϕ : Apψqqlooooooooomooooooooon
�Bpϕq

s ñ Apϕq ñ @ϕ : Apϕq

Beweis: Zeige, dass @ϕ : Bpϕq. Dann gilt auch @ϕ : Bpϕq, da ϕ beliebig komplex gewählt werden kann.

1. ϕ atomar: Dann gilt Bpϕq trivialerweise, da ψ   ϕ falsch.

2. ϕ � pϕ1 � ϕ2q: Sei Bpϕ1q und Bpϕ2q. Sei ρ   ϕ. Zu zeigen: Apρq. Es gilt ρ ¤ ϕ1 oder ρ ¤ ϕ2.
Da nach IV gilt: Bpϕiq, gilt Apρq.

`
3. ϕ � p ϕ1q analog.

Beispiel: ϕ habe n Konnektive (� n Vorkommen von Konnektiven). Dann #pSubpϕqq ¤ 2n� 1
Beweis:

1. ϕ atomar: #pSubpϕqq � #ptϕuq � 1 ¤ 1

2. ϕ � ϕ1 � ϕ2 : n � n1 � n2 � 1, wobei n1 und n2 die Anzahl der Konnektive in ϕ1 und ϕ2.

#pSubpϕqq ¤ #pSubpϕ1qq �#pSubpϕ2qq � 1
¤ 2n1 � 1� 2n2 � 1� 1
� 2n� 1

Zu jeder nicht atomaren Aussage σ gibt es eindeutig bestimmte Aussagen ϕ und ψ mit σ � pϕ � ψq oder
σ � p ϕq.

Beweis: σ atomar: Nichts zu zeigen.
Sei σ nicht atomar, dann fängt σ mit p an. Also ist σ � at nicht möglich. Betrachte alle anderen Fälle.
σ � p ϕq: p ϕq � p ϕ1q ñ ϕ � ϕ1

p ϕq � pϕ1 � ϕ2q: Geht nicht: Falls ϕ1 atomar, ist ϕ1 �  . Falls ϕ1 nicht atomar, ist  � p.
σ � pϕ1 � ϕ2q
pϕ1 � ϕ2q � pϕ

1
1 � ϕ

1
2q: Falls ϕ1 � at, gilt auch ϕ2 � at: pat � ϕ2q � pat � ϕ

1
2q ñ ϕ2 � ϕ12

ppψ1q � pψ2qq � ppψ
1
1q � pψ

1
2qq ñ ψ1 � ψ11, ψ2 � ψ12

Man benutzt: a1b1a2 . . . anbnan�1 � a1b
1
1a2 . . . anb

1
nan�1 und |ai| ¥ 1 für 2 ¤ i ¤ n ñ b1 � b11, . . . , bn � b1n
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1.2 Semantik

ϕ ψ ϕ_ ψ ϕ^ ψ ϕÑ ψ  ϕ

1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 1 1

1.2.1 De�nition (Bewertung)

Eine Bewertung v ist eine Zuordnung von Wahrheitswerten zu Aussagevariablen. Die Bewertung v.wv als Funk-
tion PROP Ñ t0, 1u ist wie folgt de�niert:

• vKwv :� 0

• vpwv :� vpp�q

• vϕ^ ψwv :� min pvϕwv, vψwvq

• vϕ_ ψwv :� max pvϕwv, vψwvq

• v ϕwv :� 1� vϕwv

• vϕÑ ψwv � 0 ô vϕwv � 1 und vψwv � 0

1.2.2 Theorem

Sei v : AV Ñ t0, 1u gegeben, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bewertung v.wv aller Formeln mit vp�wv �
vpp�q.

1.2.3 Lemma

Falls vpp�q � v1pp�q für alle p� in ϕ, dann vϕwv � vϕwv1 .

1.2.4 De�nition (Tautologie)

1. ϕ heiÿt Tautologie, falls vϕwv � 1 für alle v.

2. Sei Γ Menge von Aussagen, dann heiÿt ϕ eine (aussagenlogische) Folgerung aus Γ, falls für v : p@ψ P
Γqvψwv � 1 ñ vϕwv � 1

Symbol: Γ ( ϕ
ϕ )( ψ (logische Äquivalenz)

Schreibweise: ψ1, . . . , ψn ( ϕ

Anmerkung: Eine Aussage ϕ ist erfüllbar, wenn es ein v gibt, so dass vϕwv � 1.

1.2.5 Lemma

ϕ1, . . . , ϕn ( ϕô( pϕ1 ^ � � � ^ ϕnq ñ ϕ
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1.2.6 De�nition (Substitution)

• Krψ{p�s � K

• pirψ{pjs �

#
ψ , falls i � j

pi , falls i � j

• p ϕqrψ{p�s �  ϕrψ{p�s

• pϕ1 � ϕ2qrψ{p�s � ϕ1rψ{p�s � ϕ2rψ{p�s

Beispiel:

pp17 ^ pK Ñ p23qqrpp1 ^ p2q{p23s � p17rpp1 ^ p2q{p23s ^ pK Ñ p23qrpp1 ^ p2{p23s

� p17 ^ pKrpp1 ^ p2q{p23s Ñ p23rpp1 ^ p2{p23sq

� p17 ^ pK Ñ pp1 ^ p2qq

1.2.7 Theorem (Substitutionssatz)

ϕ1 )( ϕ2 ñ ψrϕ1{p�s )( ψrϕ2{p�s
( ϕ1 Ø ϕ2 ñ . . .

Beweis:

1. ψ atomar: ψ � K ñ K )( K
ψ � pi, p � pj , i � j ñ pi )( pi, i � j ñ pj )( pj

2. ψ � ψ1 � ψ2 : ψ1rϕ1{ps )( ψ1rϕ2{ps
ψ2rϕ1{ps )( ψ2rϕ2{ps
pψ1 � ψ2qrϕ1{ps )( pψ1 � ψ2qrϕ2{ps

3. ψ �  ψ1 analog.

1.3 Grundgesetze der Aussagenlogik

1.3.1 Theorem (Algebraische Gesetze)

ϕ^ ψ)(ψ ^ ϕ pϕ^ ψq ^ χ)(ϕ^ pψ ^ χq (Assoziativität)
ϕ_ ψ)(ψ _ ϕ pϕ_ ψq _ χ)(ϕ_ pψ _ χq
ϕ_ pψ ^ σq)(pϕ_ ψq ^ pϕ_ σq (Distributivität)
ϕ^ pψ _ σq)(pϕ^ ψq _ pϕ^ σq
 pϕ_ ψq)( ϕ^ ψ (de Morgan)
 pϕ^ ψq)( ϕ_ ψ
ϕ_ ϕ)(ϕ (Idempotenz)
ϕ^ ϕ)(ϕ

1.3.2 Theorem (Algebraische Umformungen)

ϕØ ψ)(pϕÑ ψq ^ pψ Ñ ϕq
ϕÑ ψ)( ϕ_ ψ)( pϕ^ ψq
ϕ_ ψ)( ϕÑ ψ
ϕ_ ψ)( p ϕ^ ψq
ϕ^ ψ)( p ϕ_ ψq
ϕ^ ψ)( pϕÑ  ψq
 ϕ)(ϕÑ K
K)(ϕ^ ϕ
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1.3.3 De�nition (Simultane Substitution)

ϕrψ1{q1, . . . , ψn{qns: das Resultat der gleichzeitigen Ersetzung von qi durch ψi für alle i (i ¤ i ¤ n) in ϕ.

Unterschied zur Hinereinander-Ersetzung:
pp1 ^ p2qrp2{p1, p3{p2s � pp2 ^ p3q
pp1 ^ p2qrp2{p1s � pp2 ^ p2q
pp2 ^ p2qrp3{p2s � pp3 ^ p3q � pp2 ^ p3q

1.3.4 Funktionale Vollständigkeit

Sei $ ein n-stelliger Junktor, für den eine Wahrheitstafel de�niert ist:

ϕ1 . . . ϕn $pϕ1, . . . , ϕnq
1 . . . 1 1 .
1 . . . 1 0 .
1 . . . 0 1 .

...
...

Anders ausgedrückt: Die Bewertung von $pϕ1, . . . , ϕnq ist durch seine n-stellige Wahrheitsfunktion f : p0, 1qn Ñ
p0, 1q gegeben, so dass gilt: v$pϕ1, . . . , ϕnqwv � fpv$pϕ1qwv, . . . , v$pϕnqwv wobei v der Bewertung der Aussageva-
riable ist.

1.3.5 Theorem

Zu jedem n-stelligen Junktor $ (n ¥ 1) gibt es eine Aussage τ , die nur die Aussagevariablen p1, . . . , pn und die
Junktoren _,^ und  enthält, so dass gilt:
$pϕ1, . . . , ϕnq)(τ rϕ1{p1, . . . , ϕn{pns
r$pp1, . . . , pnq)(τ ]

Beweis: Induktion über n

IA: n � 1: 4 mögliche Wahrheitstafeln

ϕ1 $1pϕ1q $2pϕ1q $3pϕ1q $3pϕ1q

1 1 1 0 0
0 1 0 1 0

ϕ1 _ ϕ1 ϕ1  ϕ1 ϕ1 ^ ϕ1

p1 _ p1 p1  p1 p1 ^ p1

IS: Betrachte $pϕ1, ϕ2, . . . , ϕn�1q

$1pϕ2, . . . , ϕn�1q :� $pϕ1 _ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn�1q
$2pϕ2, . . . , ϕn�1q :� $pϕ1 ^ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn�1q

Induktionsvorraussetzung:
$1pϕ2, . . . , ϕn�1q)(τ1rϕ2{p1, . . . , ϕn�1{pns
$2pϕ2, . . . , ϕn�1q)(τ2rϕ2{p1, . . . , ϕn�1{pns

Es gilt:
$pϕ1, . . . , ϕn�1q
)(pϕ1 ^ $1pϕ1, . . . , ϕn�1qq _ p ϕ1 ^ $2pϕ2, . . . , ϕn�1qq
)(ϕ1 ^ τ1rϕ2{p2, . . . , ϕn{pn�1s _  ϕ1 ^ τ2rϕ2{p1, . . . , ϕn{pn�1s

Setze:
τ :� p1 ^ τ1rp2{p1, . . . , pn�1{pns _  p1 ^ τ2rp2{p1, . . . , pn�1{pns
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Beispiel:

ϕ1 ϕ2 $pϕ1, ϕ2q

1 1 0
1 0 1
0 1 0
0 0 0

Zeilen 1, 2: � ϕ2

Zeilen 3, 4: ϕ2 ^ ϕ2

Insgesamt: pϕ1 ^ ϕ2q _ p ϕ1 ^ pϕ2 ^ ϕ2qq

Beispiel:

ϕ1 ϕ2 ϕ3 $pϕ1, ϕ2, ϕ3q

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

Zeilen 1, 2: ϕ3

Zeilen 3, 4:  ϕ3

Zeilen 5, 6: ϕ3

Zeilen 7, 8: ϕ3 _ ϕ3

1,2,3,4: pϕ2 ^ ϕ3q _ p ϕ2 ^ ϕ3q

5,6,7,8: pϕ2 ^ ϕ3q _ p ϕ2 ^ pϕ3 _ ϕ3q

ñ pϕ1 ^ pϕ2 ^ ϕ3q _ p ϕ2 ^ ϕ3qq _ p ϕ1 ^ ppϕ2 ^ ϕ3q _ p ϕ2 ^ pϕ3 _ ϕ3qqq

Bemerkung:

| (Sche�erscher Strich) und Ó (Peirce'scher Pfeil) sind funktional vollständig.

ϕ1 ϕ2 ϕ1|ϕ2 ϕ1 Ó ϕ2

1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

1.3.6 De�nition (Funktionale Vollständigkeit)

Eine Menge von Junktoren heiÿt funktional vollständig,vϕ�wv � v ϕwv wenn sich jeder n (¥ 1)-stelliger Junktor
mit Hilfe von Junktoren dieser Menge ausdrücken lässt.

Alternative De�nition
Eine Menge K von Konnektiven nennt man funktional vollständig, wenn zu n-stelligem Junktor $ eine Pro-
position τ existiert, die nur aus p1 . . . pn und den Konnektiven aus K aufgebaut ist, mit der Eigenschaft:
( τ Ø $pp1, . . . , pnq (n ¥ 1).

1.3.7 De�nition (Disjunktion und Konjunktion)�
i¤0

ϕi :� ϕ0�
i¤0

ϕi :� ϕ0�
i¤n�1

ϕi �
�
i¤n

ϕi ^ ϕn�1�
i¤n�1

ϕi �
�
i¤n

ϕi _ ϕn�1
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1.3.8 Lemma

1.  
�
i¤n

�
j¤n

ϕij)(
�
i¤n

�
j¤n
 ϕij r pϕ^ ψq)( ϕ_ ψs

 
�
i¤n

�
j¤n

ϕij)(
�
i¤n

�
j¤n
 ϕij

2.
�
i¤n

ϕi _
�
j¤n

ψj)(
�
j¤n
i¤n

ϕi _ ϕj rpϕ^ ψq _ σ)(pϕ_ σq ^ pψ _ σqs

�
i¤n

ϕi ^
�
j¤n

ψj)(
�
j¤n
i¤n

ϕi ^ ϕj

1.3.9 De�nition (Konjunktive und Disjunktive Normalform)

Ein Literal hat die Form p oder  p.
Eine konjunktive Normalform ist

�
i¤n

�
j¤n

ϕij wobei ϕij Literale sind.

Eine disjunktive Normalform ist
�
i¤n

�
j¤n

ϕij wobei ϕij Literale sind.

Beweis: p1 ^ p2, p1 _ p2 sowohl konjunktive als auch disjunktive Normalform.

Beispiel: pp1 _ p2q ^ p p1 _ p2q ^ . . .

1.3.10 Theorem

Zu jedem ϕ gibt es eine konjunktive Normalform ϕc und eine disjunktive Normalform ϕd mit ϕ)(ϕc)(ϕd.

Beweis:

Betrachte Formel in _,^, :

1. ϕ atomar: ϕc :� ϕ �: ϕd

2. ϕ � ψ ^ σ: ϕc :� ψc ^ σc

Sei ψd �
�
ψi und σd �

�
σj

ϕ)(
�
ψi ^

�
σj)(_pψi ^ σjq �: ϕd, da ψi und σj Elementarkonjunktion.

3. ϕ � ψ _ σ: Analog ( d und c vertauscht)

4. ϕ �  ψ: ψd �
��

ψij ψ
c �

��
ψ1ij

ϕ)( ψd �  
��

ψij)(
��

 ψij)(
��

ψij

ψij �

#
ψij falls ψij � p oder  p

p falls ψij �   p

Beispiel:

Disjunktive Normalform:
pp1 Ñ p2q Ñ p3

 p p1 _ p2qloooooomoooooon_p3

  p1 ^ p2loooooomoooooon
pp1 ^ p2q _ p3

Konjunktive Normalform:

 p p1 _ p2qloooooomoooooon_p3

  p1 ^ p2looooomooooon
pp1 ^ p2q _ p3looooooomooooooon
pp1 _ p3q ^ pp2 _ p3q

Betrachte Formeln in ^,_, :
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1.3.11 De�nition

� : PROP Ñ PROP
ϕ� :�  ϕ falls ϕ atomar
pϕ^ ψq� :� ϕ� _ ψ�

pϕ_ ψq� :� ϕ� ^ ψ�

p ϕq� :�  ϕ�

1.3.12 Lemma

vϕ�wv � v ϕwv

1.3.13 Korollar

ϕ� )(  ϕ

1.4 Dualität

1.4.1 De�nition (Dualität)

d : PROP Ñ PROP (Dualitätsabbildung)
ϕd :� ϕ falls ϕ atomar
pϕ^ ψqd :� ϕd _ ψd

pϕ_ ψqd :� ϕd ^ ψd

p ϕqd :�  ϕd

1.4.2 Dualitätssatz

ϕ )( ψ genau dann, wenn ϕd )( ψd

Beweis:

Sei ϕ )( ψ, dann  ϕ )(  ψ, dann ϕ� )( ψ�

Daher ϕ�r p0{p0, . . . , pn{pns)(ψ
�r p0{p0, . . . , pn{pns

Also ϕdr  p0{p0, . . . ,  pn{pns)(ψ
dr  p0{p0, . . . ,  pn{pns

ϕd )( ψd ñ ϕdd )( ψdd ñ ϕ )( ψ

Allgemeine Behandlung der Dualität

vϕwv :� 1� vϕwv

1.4.3 De�nition (Dualer Junktor)

Sei vppq :� 1� vppq. Der zum n-stelligen Junktor J duale Junktor Jd ist wie folgt de�niert:

vJdpϕ1, . . . , ϕnqwv :� vJpϕn, . . . , ϕ1qwv
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Prozedur: Man erhält den zu J dualen Junktor, indem man in der Wahrheitstafel für J überall 1 und 0
vertauscht.

ϕ1 ϕ2 ϕ1 ^ ϕ2

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

ù

ϕ1 ϕ2 ϕ1 _ ϕ2

1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

ϕ1 ϕ2 ϕ1 Ñ ϕ2

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

ù

ϕ1 ϕ2 ϕ1 � ϕ2

1 1 0
1 0 0
0 1 1
0 0 0

ϕ1  ϕ1

0 1
1 0

ù

ϕ1  ϕ1

1 0
0 1

Kù J

Die zu ϕ duale Formel ϕd entsteht aus ϕ dadurch, dass man jedes J in ϕd durch Jd ersetzt.

1.4.4 Satz

vϕdwv � vϕwv vϕ
dwv � vϕwv

1.4.5 Satz

ϕdn entstehe aus ϕ wie folgt: Wir bilden zunächst ϕd. Ersetze jedes p durch  p, falls vor p kein  steht, sonst
 p durch p.
Dann gilt: ϕdn )(  ϕ

Beweis:

vϕdnwv � vϕ
dwv � vϕwv � v ϕwv

de Morgan:  pp1 ^ p2q )(  p1 _ p2

 pp1 Ñ p2q )(  p1 �  p2

1.4.6 Theorem

ϕ )( ψ ô ϕd )( ψd

Beweis:

vϕdwv � vϕ
dwv � vϕwv � vψwv � vψ

dwv � vψ
dvv

1.4.7 De�nition (Allgemeingültigkeits- und Erfüllbarkeitsäquivalenz)

ϕ ist allgemeingültigkeitsäquivalent mit ψ, falls gilt: ( ϕô( ψ

ϕ ist erfüllbarkeitsäquivalent mit ψ, falls gilt: ϕ erfüllbar ô ψ erfüllbar

Komplexität von konjunktiver und disjunktiver Normalform

• SAT (Erfüllbarkeit) ist NP -vollständig

• SATKNF ist NP -vollständig

• TAUTDNF ist NP -vollständig

• SATDNF ist linear
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• TAUTKNF ist linear

Transformation einer Formel in eine erfüllbarkeitsäquivalente disjunktive Normalform bzw. in eine allgemein-
gültigkeitsäquivalente konjunktive Normalform kann nicht polynomiell sein (falls P � NP ).

Die Transformation einer Formel ϕ in eine erfüllbarkeitsäquivalente konjunktive Normalform oder in eine allge-
meingültigkeitsäquivalente disjunktive Normalform kann jedoch polynomiell sein.

Das ist gut für Verfahren zum Testen der Erfüllbarkeit der konjunktiven Normalform. ñ Resolution

1.5 Natürliches Schlieÿen

Nur Formel in ^,Ñ,K

Einführungsregel

ϕ ψ

ϕ^ ψ
^I

piqϕ....
ψ

ϕÑ ψ
Ñ Ipiq

piq ϕ....
K
ϕ Ñ RAApiq (Reductio ad absurdum)

Beseitigungsregel

ϕ^ ψ

ψ
^E

ϕÑ ψ ϕ

ψ
Ñ E (modus ponens)

$ ϕÑ   ϕ

p1q rϕÑ Ks rϕs
p2q

K
Ñ E

pϕÑ Kq Ñ K
Ñ Ip1q

ϕÑ ppϕÑ Kq Ñ Kqloooooooooooomoooooooooooon
ϕÑ  ϕ

Ñ Ip2q

$   ϕÑ ϕ

p2q r  ϕs r ϕs
p1q

K
Ñ E

ϕ Ñ RAAp1q

  ϕÑ ϕ Ñ Ip2q

ϕÑ ψ $  ψ Ñ  ϕ

p2q r ψs

p3q rϕÑ ψs rϕs
p1q

ψ
Ñ E

K
Ñ E

ϕÑ K
Ñ Ip1q

 ψ Ñ  ϕ
Ñ Ip2q

pϕÑ ψq Ñ p ϕÑ  ϕq
Ñ Ip3q

ϕ, ϕ $ ψ

 ϕ ϕ

K
ψ
Ñ RAA

ϕÑ pψ Ñ σq $ ψ Ñ pϕÑ σq

ϕÑ pψ Ñ σq rϕs
p1q

ψ Ñ σ
Ñ E

rψs
p2q

σ Ñ E
ϕÑ σ Ñ I

ψ Ñ pϕÑ σq
Ñ I2
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ϕ_ ψ :�  p ϕ^ ψq
 ϕ :� ϕÑ K

 pϕÑ ψq $ ϕ^ ψ

 pϕÑ ψq

r ϕs
p1q

....
ϕÑ ψ

K
Ñ E

ϕ RAA1

 pϕÑ ψq

rψs
p2q

ϕÑ ψ
Ñ I

K
Ñ E

ψ Ñ Kloomoon
 ψ

Ñ I

ϕ^ ψ
^I

1.5.1 De�nition (Ableitungen in NK')

Die Menge der Ableitungen im NK' (Kalkül des natürlichen Schlieÿens) ist die kleinste Menge D, für die gilt:

• ϕ P D für jedes ϕ

• D1

ϕ1
P D, D2

ϕ2
P D ñ

D1

ϕ1

D2

ϕ2

ϕ1 ^ ϕ2 P D

• D
ϕ1 ^ ϕ2

P D ñ

D
ϕ1

ϕ1 P D

•
ϕ
D
ψ
P Dñ

rϕs
piq

D
ψ

ϕÑ ψ
piq
P D, wobei i neu ist und beliebig viele Vorkommen von Annahmen ϕ eingeklammert

werden können.

• D1

ϕÑ ψ
P D, D2

ϕ
P D ñ

D∞
ϕÑ ψ

D∈
ϕ

ψ P D

•
 ϕ
D
K

P D ñ

r ϕs
piq

D
K
ϕ RAA1P D, wobei i neu ist.

1.5.2 De�nition (Abhängigkeit einer Ableitung in NK')

Eine Ableitung in NK' ist von einer Menge Γ von Formeln abhängig , wenn Γ die Menge derjenigen Formeln ist,
die als ungeklammerte Annahme in der Ableitung vorkommen. D ist eine Ableitung von ϕ aus der Menge Γ,
wenn D mit ϕ endet und D von einer Teilmenge von Γ abhängt. ϕ ist ableitbar aus Γ pΓ $ ϕq, falls es eine
Ableitung von ϕ aus Γ gibt.

1.5.3 Korollar

Γ $ ϕñ Γ1 $ ϕ für ein endliches Γ1 � Γ
Γ,∆ $ ϕ :� ΓY∆ $ ϕ
Γ, ϕ $ ψ :� ΓY tϕu $ ψ
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1.5.4 Korollar

Γ $ ϕñ Γ1 $ ϕ für jedes Γ1 � Γ

1.5.5 Lemma (Ableitungsregeln aus Mengen)

1. Γ $ ϕ falls ϕ P Γ

2. Γ $ ϕ,Γ1 $ ψ ñ ΓY Γ1 $ ϕ^ ψ

3. Γ $ ϕ^ ψ ñ Γ $ ϕ,Γ $ ψ

4. Γ, ϕ $ ψ ñ Γ $ ϕÑ ψ

5. Γ $ ϕ,Γ1 $ ϕÑ ψ ñ ΓY Γ1 $ ψ

6. Γ, ϕ $ K ñ Γ $ ϕ

7. Γ $ K ñ Γ $ ϕ

1.6 Vollständigkeit

1.6.1 Theorem (Korrektheit)

Γ $ ϕñ Γ ( ϕ

Beweis:

Sei D eine Ableitung von ϕ aus Γ. Zeige Γ ( ϕ durch Induktion über den Aufbau von D.

• D � ϕ, dann ist ϕ P Γ, dann Γ ( ϕ.

• D �

D1

ϕ1

D2

ϕ2

ϕ1 ^ ϕ2 , dann sind D1 und D2 Ableitungen von ϕ1 bzw. ϕ2 aus Γ. Nach Induktionsvorraussetzung
Γ ( ϕ1, Γ ( ϕ2, also Γ ( ϕ1 ^ ϕ2.

• D �

D1

ϕ1

D2

ϕ2

ϕ1 ^ ϕ2 , dann sind D1 und D2 Ableitungen von ϕ1 bzw. ϕ2 aus Γ. Nach Induktionsvorraussetzung
Γ ( ϕ1, Γ ( ϕ2, also Γ ( ϕ1 ^ ϕ2.

• D �
ϕ1 ^ ϕ2

ϕi analog.

• D �

rϕs
piq

D1
ψ

ϕÑ ψ
piq

, dann ist
rϕs

piq

D1
ψ

eine Ableitung von ψ aus ΓY tϕu. Nach Induktionsvorraussetzung gilt:

ΓY tϕu ( ψ. Also Γ ( ϕÑ ψ.

• D �

D1

ϕÑ ψ
D2

ϕ

ψ ausgelassen.

• D �

r ϕs
piq

D1
K
ϕ piq, dann ist

r ϕs
piq

D1
K

eine Ableitung von K aus ΓYt ϕu. Nach Induktionsvorraussetzung

gilt: ΓY t ϕu ( K, also Γ ( ϕ.
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1.6.2 De�nition (Konsistenz)

Γ heiÿt konsistent, falls Γ & K.

1.6.3 Lemma

Folgendes ist äquivalent:

1. Γ ist konsistent

2. Für kein ϕ ist Γ $ ϕ und Γ $  ϕ

3. Es gibt ein ϕ mit Γ & ϕ

Beweis:

1.ñ3.:
`

3.ñ2.: Sei Γ $ ϕ, Γ $  ϕñ Γ $ K ñ Γ $ ϕ für jedes ϕ

2.ñ1.: Γ $ K ñ Γ $ ϕ,Γ $  ϕ

1.6.4 Lemma

Γ ist konsistent, falls es eine Belegung v gibt, mit vϕwv � 1 für alle ϕ P Γ.

Beweis:

Sei Γ nicht konsistent, dann Γ $ ϕ und Γ $  ϕ ñ Γ ( ϕ und Γ (  ϕ. Also gibt es keine Belegung, die alle
Formeln aus Γ veri�ziert, da sonst sowohl ϕ als auch  ϕ veri�ziert werden müssten.

Erfüllbar ñ konsistent

1.6.5 Lemma

ΓY t ϕu inkonsistent ñ Γ $ ϕ
ΓY tϕu inkonsistent ñ Γ $  ϕ

1.6.6 De�nition (Maximale Konsistenz)

Γ heiÿt maximal konsistent, falls Γ konsistent und falls für jedes ϕ R Γ gilt: ΓY tϕu ist inkonsistent.

1.6.7 Lemma (Erweiterbarkeit von Formelmengen)

Jede konsistente Formelmenge lässt sich zu einer maximal konsistenten Formelmenge erweitern.
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Beweis:

Wir zählen alle Formeln ab: ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . .

Verfahren: Statt ϕn: ϕ

|| . . . |loomoon
n

p q ^ Ñ K 1 p
1 2 3 4 5 6 7

p3 Ñ p p7 ^ p2 q
7666 4 1 76666666 3 766 2

Γ0 :� Γ

Γn�1 :�

#
Γn Y tϕnu , falls ΓY tϕnu konsistent

Γn , sonst

Γ� �
�
iPN Γii

1. Jedes Γn ist konsistent. Induktion über n:

2. Γ� ist konsistent.
Sei Γ� inkonsistent, d.h. Γ� $ K,
dann Γ1 $ K für endliches Γ1 � Γ�,
dann Γn $ K für ein geeignet groÿes n.
Widerspruch zu 1.

3. Γ� ist maximal konsistent
Sei Γ1 � Γ� Y tψu, ψ R Γ�, dann ψ � ϕn.
Das heiÿt Γ1 � Γ� Y tϕnu.
Das heiÿt Γn Y tϕnu konsistent. Dann ϕn P Γn�1 � Γ�. Widerspruch.

1.6.8 Lemma

Jede konsistente Aussagenmenge Γ lässt sich zu einer maximal konsistenten Aussagenmenge Γ� erweitern.

1.6.9 Lemma

Falls Γ maximal konsistent ist, ist Γ unter Ableitbarkeit abgeschlossen, d.h. Γ $ ϕñ ϕ P Γ.

Beweis:

Sei Γ $ ϕ, ϕ R Γ. Also ΓY tϕu $ K, d.h. Γ $  ϕ. Widerspruch zur Konsistenz.

1.6.10 Lemma

Sei Γ maximal konsistent. Dann gilt:

1. Entweder ϕ P Γ oder  ϕ P Γ für jedes ϕ.

2. ϕÑ ψ P Γ genau dann, wenn pϕ P Γ ñ ψ P Γq.
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Beweis:

1. ϕ R Γ ñ Γ & ϕ
ñ ΓY t ϕu & K,d.h. ΓY t ϕu konsistent
ñ  ϕ P Γ
 ϕ R Γ ñ ϕ P Γ analog.

2. ϕÑ ψ P Γ, ϕ P Γ ñ ψ P Γ nach 1.6.9 (modus ponens)
ϕÑ ψ R Γ ñ  pϕ^ ψq R Γ
ñ ϕ^ ψ P Γ nach 1.
ñ ϕ P Γ,  ψ P Γ
ñ ϕ P Γ, ψ R Γ

`
1.6.11 Lemma

Falls Γ konsistent, dann ist Γ erfüllbar, d.h. es gibt ein v, so dass für alle ϕ P Γ gilt: vϕwv � 1

Beweis:

Sei Γ� � Γ maximal konsistent.
De�niere: vppq � 1 :ô p P Γ�

Zeige: vϕwv � 1 für alle ϕ P Γ�

ϕ � p: vpwv � vppq � 1 ô p P Γ�

ϕ �  ψ: ϕ P Γ� ô ψ R Γ� ô vψwv � 0 ô vϕwv � 1

ϕ � ψ1 ^ ψ2: ϕ P Γ� ô ψ1 P Γ� und ψ2 P Γ�
IV
ñ vψ1wv � 1 und vψ2wv � 1 ô vψ1^wv � 1

ϕ � ψ1 Ñ ψ2: ϕ P Γ� ô pψ1 P Γ� ñ ψ2 P Γ�q ô vψ1wv � 1 ñ vψ2wv � 1 ô vψ1 Ñ ψ2wv � 1

1.6.12 Korollar

Γ & ϕôes gibt ein v, so dass vψwv � 1 für alle ψ P Γ, vϕwv � 0

Beweis:

Γ & ϕñ ΓY t ϕu & K

1.6.13 Satz (Vollständigkeit)

Γ ( ϕñ Γ $ ϕ

Beweis:

Γ & ϕñ Γ * ϕ aus dem Korollar.

1.6.14 Korollar (Endlichkeitssatz)

Γ $ ϕñ Γ1 ( ϕ für ein endliches Γ1 � Γ.

1.6.15 Korollar (Kompaktheitssatz)

Γ erfüllbar ô jedes endliche Γ1 � Γ erfüllbar.
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Beweis:

Γ unerfüllbar ñ Γ ( K ñ Γ $ K ñ Γ1 $ K (Γ1 endlich) ñ Γ1 ( K ñ Γ1 ist unerfüllbar

1.7 Disjunktion

1.7.1 Lemma

1. ϕ $ ϕ_ ψ

2. ψ $ ϕ_ ψ

3. Γ, ϕ $ σ, Γ, ψ $ σ ñ Γ, ϕ_ ψ $ σ

Beweis:

1.

r ϕ^ ψs1
 ϕ ^E ϕ

K
Ñ E

p ϕ^ ψq Ñ Klooooooooomooooooooon
 p ϕ^ ψqlooooooomooooooon

ϕ_ψ

Ñ I1

2.

ϕ_ψhkkkkkkikkkkkkj
 p ϕ^ ψ....

σ

3.

ϕ_ψhkkkkkkikkkkkkj
 p ϕ^ ψ

r σs3

rϕs1....
σ

K
Ñ E

 ϕ Ñ I1

r σs3

rψs2....
σ

K
Ñ E

 ψ
Ñ I2

 ϕ^ ψ
^I

K
Ñ E

σ RAA3

1.7.2 De�nition

NK hat _ als Grundzeichen. Für _ gelten folgende Regeln:

ϕ

ϕ_ ψ

ψ

ϕ_ ψ
ϕ_ ψ

rϕsi....
σ

rψsi....
σ

σ _Ei

1.7.3 Lemma

ϕ_ ψ %$
NK

 p ϕ^ ψq

Beweis:

�$�: ϕ $
NK1

 p ϕ^ ψq

ñ ϕ $
NK

 p ϕ^ ψq und ψ $
NK

 p ϕ^ ψqlooooooomooooooon
σ

ñ ϕ_ ψ $
NK

 p ϕ^ ψq

�%�: Γ, ϕ $
NK1

σ, Γ, ψ $
NK1

σ ñ Γ, p ϕ^ ψq $
NK1

σ

ñ: Γ, ϕ $
NK

σ, Γ, ψ $
NK

σ ñ Γ, p ϕ^ ψq $
NK

σ

ñ: Γϕ $
NK

ϕ_ ψ, Γ, ψ $
NK

ϕ_ ψ ñ Γ, p ϕ^ ψq $
NK

ϕ_ ψ

ñ:  p ϕ^ ψq $
NK

ϕ_ ψ
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2 Prädikatenlogik

2.1 Struktur

2.1.1 De�nition (Struktur)

Eine Struktur ist eine Folge xA,R1, . . . , Rn, F1, . . . Fm, tci : i P Iuy wobei

• A nicht leere Menge

• R1, . . . , Rn Relationen über A

• F1, . . . , Fm Funktionen über A

• tci : i P Iu � A Menge ausgezeichneter Konstanten

Beispiel:

xZ,�, x, 0y

Metasprachliche Variablen für Strukturen: A,B,C, . . .
|A| � A

2.1.2 De�nition (Ähnlichkeitstyp einer Struktur)

A � xA,R1, . . . , Rn, F1, . . . , Fm, tci : i P Iuy ist die Folge xr1, . . . , rn, a1, . . . , am, κy wobei

• ri Stelligkeit von Ri

• ai Stelligkeit von Fi

• κ � |I|

Beispiel:

x�, 2, 1, 1y Ähnlichkeitstyp = Symmetrie

Beispiel:

Struktur xN, ,�, �, s, t0, 1, 2, 3, . . . uy
Signatur x2, 2, 2, 1, κ0y

2.2 Die Sprache einer Signatur

Es sei eine Signatur xr1, . . . , rn, a1, . . . , am, κy gegeben. Das Alphabet der zugehörigen Sprache besteht aus:

1. Prädikatenzeichen: P1, . . . , Pn der Stelligkeit r1, . . . , rn,
.
�

2. Funktionszeichen: f1, . . . , fm der Stelligkeit a1, . . . , am

3. Konstantenzeichen: 9ci, i P I

4. Variablen: x0, x1, x2, . . .

5. Junktoren: K, ,^,_,Ñ,Ø

6. Quantoren: @, D

7. Hilfszeichen: p, q, ,
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2.2.1 De�nition (Menge TERM)

Die Menge TERM der Terme ist die kleinste Menge, die alle Konstanten 9ciund alle Variablen xi enthält, und
mit t1, . . . , tm auch fipt1, . . . tmq enthält, falls fi n-stellig.

2.2.2 De�nition (Menge FORM)

Die Menge FORM der Formeln ist die kleinste Menge, die

• t1
.
� t2 für alle Terme t1, t2

• Pipt1, . . . , tnq für alle Terme t1, . . . , tn, wobei Pi n-stellig,

• K

enthält (Atome) und die mit ϕ,ψ auch p ϕq, pϕ � ψq, p@xqϕ, pDxqϕ enthält.

2.2.3 Lemma

Sei Aptq eine Eigenschaft von Termen. Falls Aptq für alle Konstanten und Variablen t, und falls mit Apt1, . . . , tnq
auch Apfpt1, . . . , tnqq gilt, dann gilt Aptq für alle t P TERM .

2.2.4 Lemma (Aufbau von Formeln)

Sei Apϕq eine Eigenschaft von Formeln.
Falls Apϕq für atomare ϕ, Apϕq, Apψq ñ Ap ϕq, Apϕ�ψq, Ap@xϕq, ApDxϕq, dann gilt Apϕq für alle ϕ P FORM .

2.2.5 De�nition (Freie Variablen)

FV pxiq � txiu, FV p 9ciq � H
FV pfpt1, . . . , tmqq � FV pt1q Y � � � Y FV ptmq

2.2.6 De�nition

FV pt1
.
� t2q � FV pt1q Y FV pt2q

FV pKq � H
FV p ϕq � FV pϕq
FV pϕ � ψq � FV pϕq Y FV pψq
FV pDxϕq � FXpϕqz txu � FV p@xϕq

2.2.7 De�nition (Gebundene Variablen)

BV pϕq � H, falls ϕ atomar
BV p ϕq � BV pϕq
BV pϕ � ψq � BV pϕq YBV pψq
BV p@xϕq � BV pDxϕq � BV pϕq Y txu

Bemerkung:

FV pϕq XBV pϕq ist nicht notwendig leer
ϕ : x0 � x0 ^ Dx0px0 � x0q
x0 P FV pϕq und x0 P BV pϕq
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2.2.8 De�nition (Geschlossenheit)

Eine Formel ϕ bzw. ein Term t heiÿt geschlossen, falls FV pϕq � H bzw. FV ptq � H.
Geschlossene Formeln in Aussagen: SENT .
TERMc : Geschlossene Terme.

2.2.9 De�nition (Substitution in Atomen)

srt{xs ist de�niert durch:

yrt{xs � y, falls x � y
yrt{xs � y, falls y � t
crt{xs � c, falls c Konstante
fpt1, . . . , tmqrt{xs � fpt1rt{xs, . . . , tmrt{xsq

2.2.10 De�nition (Substitution in komplexen Termen)

ϕrt{xs ist de�niert durch:

Krt{xs � K
t1

.
� t2rt{xs � t1rt{xs

.
� t2rt{xs

P pt1, . . . , tmqrt{xs � P pt1rt{xs, . . . , tmrt{xsq
p ϕqrt{xs �  pϕrt{xsq
pϕ � ψqrt{xs � ϕrt{xs � ψrt{x]
p@yϕqrt{xs � @yϕ, falls x � y
p@yϕqrt{xs � @ypϕrt{xsq falls x � y
pDyϕq analog.

Simultane Substitution ergibt sich dann äquivalent zur Aussagenlogik. Beispielsweise:

x1
.
� x2rx2, x1{x1, x2s � x2

.
� x1

2.2.11 De�nition (Freiheit von Variablen)

t ist frei für x in ϕ falls:

• ϕ ist atomar

• ϕ �  ϕ1, ϕ � ϕ1 � ϕ2 und t frei für x in ϕ1, ϕ2

• ϕ � Dyψ und px R FV p@yψq oder y R FV ptq und t ist frei für x in ψq

• p@yϕq analog.

Alternative De�nition:

Sei ϕ eine Formel und t ein Term, dann sagt man t ist frei einsetzbar für x (x ist eine beliebige Variable) in ϕ,
wenn an jeder Stelle von ϕ, wo x als freie Variable von ϕ vorkommt, gilt, dass x nicht einer Teilformel von ϕ
der Form @wψ oder Dwψ angehört mit w P FV ptq.

Beispiele:

x2 frei für x0 in Dx3P px0, x3q
fpx0, x1q nicht frei für x0 in Dx1P px0, x3q
x5 ist frei für x1 in P px1, x3q Ñ Dx1Qpx1, x2q
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Annahme:

ϕrt{xs: angenommen, dass t frei für x in ϕ.

Notation:

Statt ϕ und ϕrt{xs schreiben wir auch ϕpxq und ϕptq.

x1
.
� x2 _ Dx2P px2q Ñ $

2.2.12 De�nition

σrϕ{$s ist de�niert durch:

σrϕ{$s �

#
σ falls σ � $ und σ atomar

ϕ falls σ � $
 σrϕ{$s �  pσrϕ{$sq
pσ1 � σ2qrϕ{$s � σ1rϕ{$s � σ2rϕ{$s
pDxσqrϕ{$s � Dxpσrϕ{$sq
p@xσq analog.

2.2.13 De�nition

ϕ ist frei für $ in σ falls:

• σ ist atomar

• σ �  σ1, σ � σ1 � σ2 und ϕ frei für $ in σ1, σ2

• σ � Dyτ und p$ kommt nicht in τ vor oder y R FV pϕq und ϕ ist frei für $ in τq

• p@yτq analog.

2.3 Semantik

Gegeben eine Struktur A der Signatur Σ. Gegeben eine Sprache der Signatur Σ.

2.3.1 De�nition (Belegung)

Eine Belegung ist eine partielle Zuordnung v : V ARÑ |A|. Die Bedeutung eines Terms t in A releativ zu einer
Belegung v ist wie folgt de�niert:

vxwAv � vpxq
v 9cwAv � c, wobei c das Korrelat von 9c in A ist
vfipt1, . . . , tnqw

A
v � Fipvt1w

A
v , . . . , vtnw

A
v q

Beispiel:

A � xN,�, s, 0y
9�, 9s, 90
v : x0 ÞÑ 0
v : x1 ÞÑ spsp0qq

vpx0 9� 90q 9� 9spx1qw
A
v

� vx0 9� 90wAv � v 9spx1qw
A
v

� pvx0w
A
v � v 90w

A
v q � spvx1w

A
v q

� pvpx0q � 0q � spvpx1qq
� p0� 0q � spspsp0qqq
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2.3.2 De�nition

vtwAv ist wie folgt de�niert:

• vxwAv :� vpxq

• v 9awAv :� a

• v 9fpt1, . . . , tnqwAv � fpvt1w
A
v , . . . , vtnw

A
v q

2.3.3 De�nition

vϕwAv ist wie folgt de�niert:

• vKwAv � 0

• vt1 9�t2wAv �

#
1 , falls vt1wAv � vt2w

A
v

0 , sonst

• v 9P pt1, . . . , tnqwAv �

#
1 , falls P pvt1wAv , . . . , vtnw

A
v q

0 , sonst

• vϕ^ ψwAv � minpvϕwAv , vψw
A
v q

• vϕ_ ψwAv � maxpvϕwAv , vψw
A
v q

• v ϕwAv � 1� vϕwAv

• vϕÑ ψwAv � maxp1� vϕwAv , vψw
A
v )

• v@xϕwAv �

#
1 , falls vϕwAvrxÞÑas � für jedes a P |A|

0 , sonst

• vDxϕwAv �

#
1 , falls vϕwAvrxÞÑas � für ein a P |A|

0 , sonst

� pvrx ÞÑ asqpxq � a
vrx ÞÑ aspyq � vpyq, falls y � x

A ( ϕô vϕwA � 1, falls keine freie Variable in ϕ
A ( ϕô v@~xϕwA � 1, falls ~x � FV pϕq
ñ �Allabschluss� von ϕ

A ( ϕra1, . . . , ans :ô vϕwAv � 1, wobei v : xi1 ÞÑ a1, xi2 ÞÑ a2, xin ÞÑ an mit txi1 , . . . , xinu : FV pϕq, i1   i2  
� � �   in

Beispiel:

A ( x15 9�x11ra1, a2s ô vx15 9�x11w
A
vrx11 ÞÑa1,x15 ÞÑa2s

� 1 ô a2 � a1

2.3.4 De�nition (Gültigkeit, Erfüllbarkeit)

ϕ heiÿt (allgemein) gültig in A, falls A ( ϕ. ϕ heiÿt erfüllbar in A falls A ( Dϕ.

Das heiÿt: A ( ϕra1, . . . , ans für geeignete a1, . . . , an, falls ϕ n freie Variablen hat.
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2.3.5 Lemma

ϕ heiÿt allgemein gültig, falls A ( ϕ für jedes A.
ϕ heiÿt erfüllbar, falls ϕ in A erfüllbar für ein A.

2.4 Eigenschaft der Quantorenlogik

2.4.1 Theorem

1. (  @xϕô Dx ϕ

Beweis:
v @xϕwAv � 1� v@xϕwAv

v@xϕwAv �

#
1 , falls vϕwAvrxÞÑas für alle a P |A|

0 , sonst
� vDx ϕwAv

vDxϕwAv �

#
1 , falls vϕwAvrxÞÑas für ein a P |A|

0 , sonst

2. (  Dxϕô @x ϕ

3. ( @xϕô  Dx ϕ

4. Dxϕô  @x ϕ

2.4.2 Theorem

( @xpϕ^ ψq ô( @xϕ^ @xϕ

Beweis:

A ( @x1pϕ^ ψqra1, . . . , ans,wobei @x1pϕ^ ψq n freie Variablen enthält.
ô für jedes a P |A| : A ( ϕ^ ψra, a1, . . . , ans
ô für jedes a P |A| : A ( ϕra, a1, . . . , ans und A ( ψra, a1, . . . , ans
ô für jedes a P |A| : ϕra, a1, . . . , ans und für jedes a P |A|: ψra, a1, . . . , ans
ô A ( @xϕra1, . . . , ans und A ( @xψra1, . . . , ans
ô A ( p@xϕ^ @xψqra1, . . . , ans

2.4.3 Koinzidenz-Theorem

v1æFV ptq � v2æFV ptq ñ vtwAv1 � vtw
A
v2

A ( ϕ: v@pϕqwAv � 1
@pϕq: @x1 . . . xnϕ FV pϕq � tx1, . . . , xnu
( ϕ: Für alle A: A ( ϕ

Sei Γ Menge von Aussagen, ϕ: Γ ( ϕ: Für alle A: Falls für alle ψ P Γ: A ( ψ, dann A ( ϕ. ϕ folgt logisch aus Γ.

A ( ϕra1, . . . , ans a1, . . . an P |A|
txi1 , . . . , xinu � FV pϕq i1   i2   � � �   in
vϕwAvra1{xi1 ,...,an{xin s

� 1

A ( ϕr~as

2.4.4 Überführungstheorem

vtrt1{xswAv � vtw
A
vrvt1wAv {xs

vϕrt1{xswAv � vϕw
A
vrvt1wAv {xs
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Beweis:

I.A.: vxrt1{xswAv � vt
1wAv � vxw

A
vrvt1wAv {xs

I.S.:
`

2.4.5 Substitutionstheoreme

1. ( t1
.
� t2 Ñ srt1{xs

.
� srt2{xs

2. ( t1
.
� t2 Ñ pϕrt1{xs Ø ϕrt2{xsq

3. ( pϕØ ψq Ñ pσrϕ{$s Ø σrψ{$sq

Beweisskizze:

1. Induktion über Aufbau von s:

s l x: srt1{xs l t1, srt2{xs l t2

Zu zeigen: ( t1
.
� t2 Ñ t1

.
� t2

`
s � x : Zu zeigen: ( t2

.
� t2 Ñ s

.
� s

`
s l fpt11, . . . , t

1
nq

Zu zeigen: ( t1
.
� t2 Ñ fpt11rt1{xs, . . . , t

1
nrt1{xsq

.
� fpt11rt2{xs, . . . , t

1
nrt2{xs

I.V.: ( t1
.
� t2 Ñ t1irt1{xs

.
� t1irt2{xs

vfpt11rt1{xs, . . . , t
1
nrt1{xsqv

A
v

� fA
�
vt11rt1{xsw

A
v , . . . , vt

1
nrt1{xsw

A
v

�
� fA

�
vt11rt2{xsw

A
v , . . . , vt

1
nrt2{xsw

A
v

�
nach I.V.

� vf pt11rt2{xs, . . . , t
1
nrt2{xsqw

A
v

2. Analog: Induktion über Aufbau von ϕ.

3. Induktion über Aufbau von σ:

I.A.: σ l $
`
σ � $

`
I.S.: σ l @xτ
vσrϕ{$swAv � v@xτ rϕ{$sw

A
v

� v@xpτ rϕ{$sqwAv
� min
aP|A|

vτ rϕ{$swAvra{xs

� min
aP|A|

vτ rψ{$swAvra{xs nach I.V.

� v@xpτ rψ{$sqwAv
� v@xτ rψ{$swAv

2.4.6 De�nition (Pränexe Normalform)

Eine Formel ist in pränexer Normalform, falls sie die Form hat: Q1z1 . . . Qnznϕ, wobei Q1, . . . , Qn @ oder D sind
und ϕ quantorenfrei ist.

2.4.7 Theorem

Zu jedem ϕ gibt es ein ψ in pränexer Normalform mit ( ϕØ ψ.
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Beweis:

Gesetze:

1. Gebundene Umbenennung

Dadurch können alle Quantoren ungleichnamig gemacht werden.

2. Quantoren nach auÿen ziehen

(  @xϕØ Dx ϕ
(  DxϕØ @x ϕ
( Q1xϕ^Q2yψ Ø Q1xQ2ypϕ^ ψq, falls y R FV pϕq und x R FV pψq
( Q1xϕ_Q2yψ Ø Q1xQ2ypϕ_ ψq, falls y R FV pϕq und x R FV pψq
( pQ1xϕÑ Q2yψq Ø Q1xQ2ypϕÑ ψq

Beispiel:

 @xPx_ pDxQxy Ñ @xRxq
 @y1Py1 _ pDy2Qy2y Ñ @y3Ry3q
Dy1 Py1 _ @y2@y3 pQy2y Ñ Ry3q
Dy1@y2@y3 p Py1 _ pQy2y Ñ Ry3qq

Bemerkung:
ϕ und ψ seien beliebige Formeln und Q P t@, Du. Setze auÿerdem @�1 :� D und D�1 :� @. Es gelten folgende
Regeln:

Regel 1: Sei x eine Variable , die nicht in ψ frei vorkommt, dann gilt:

Qxϕ � ψ )( Qxpϕ � ψq mit � P t^,_u

Regel 2:  Qxϕ )( Q�1x ϕ

Regel 3: Qxϕ )( Qyϕry{xs wobei y eine Variable ist, die nicht in Qxϕ vorkommt.
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Wiederholungsstunde

Gesetze der Quantorenlogik

(  @x1ϕØ Dx1 ϕ
Zu zeigen: A ( @p @x1ϕØ Dx1 ϕq
Seien ~x die freien Variablen in dieser Formel, angeordnet entsprechend ihrem Index. Sei ~a Bezeichnung für ein
Tupel von Gegenständen aus |A| derselben Länge wie ~x.

Beispiel:

A ( @p @x1ϕØ Dx1 ϕq
ô A (  @x1ϕØ Dx1 ϕr~as für alle ~a
ô rA (  @x1ϕr~as ô A ( Dx1 ϕr~ass für alle ~a
ô rA * @x1ϕr~as ô es gibt a1 : A * ϕra1,~ass für alle ~a
ô rnicht für alle a1 : A ( ϕra1,~as ô es gibt a1 : A * ϕra1,~ass für alle ~a
Letzteres ist der Fall.

Beispiel:

( @x1@x2ϕØ @x2@x1ϕ FV pϕq � tx1, x2u
A ( @x1@x2ϕØ @x2x1ϕ
ô rA ( @x1@x2ϕô A ( @x2@x1ϕs
ô rFür alle a1, a2 : A ( ϕra1, a2s ô Für alle a1, a2 : A ( ϕra2, a1ss
Das ist der Fall.

Beispiel:

( @x1ϕØ @x2ϕrx2{x1s
A ( @x1ϕØ @x2ϕrx2{x1s
ô rA ( @x1ϕô A ( @x2ϕrx2{x1ss
ô Für alle a : A ( ϕras ô Für alle a : A ( ϕrx2{x1sras
Das ist der Fall.

2.5 Identität

2.5.1 Theorem

Es gilt:

1. ( @xpx .
� xq

2. ( @xypx .
� y Ñ y

.
� xq (Re�exivität)

3. ( @xyzpx .
� y ^ y

.
� z Ñ x

.
� zq (Transitivität)

4. ( @x1, . . . , xn@y1, . . . , yn

�
n�
i�1

xi
.
� yi Ñ tpx1, . . . , xnq

.
� tpy1, . . . , ynq




5. ( @x1, . . . , xn@y1, . . . , yn

�
n�
i�1

xi � yi Ñ pϕpx1, . . . , xnq Ø ϕpy1, . . . , ynqq



FV ptqz tx1, . . . , xnu ^ ty1, . . . , ynu � H

FV pϕqz tx1, . . . , xnu ^ ty1, . . . , ynu � H

Beweis:

A ( @xypx
.
� y Ñ y

.
� xq

ô A ( px
.
� y Ñ y

.
� xqra, bs für alle a, b P |A|

28 www.bioinfoblog.de



Mathematische Logik 2 PRÄDIKATENLOGIK

ô A ( x
.
� yra, bs ñ A ( x

.
� yra, bs für alle a, b P |A|

ô a � bñ b � a

Letzteres gilt.

2.6 Kalkül des logischen Schlieÿens für die Quantorenlogik

@xϕ

ϕ rt{xs
@E

@xϕpxq

ϕptq

ϕ ry{xs

@xϕ
@I

ϕpyq

@xϕpxq

Folgende Herleitung führt zu einer falschen Aussage:
rP pyqs

p1q

@xP pxq

P pyq Ñ @xP pxq
Ñ I1

@zpP pzq Ñ @xP pxqq
@I

Deswegen muss folgende Nebenbedingung eingeführt werden:

Proviso: y kommt in keiner Annahme vor, vor der ϕpyq abläuft.

$NK1 @x@yϕpx, yq Ñ @y@xϕpx, yq

@x@yϕpx, yq

@yϕpx, yq
@E

ϕpx, yq
@E

@xϕpx, yq
@I

@y@xϕpx, yq
@I

$NK1 @xpϕpxq ^ ψpxqq Ñ @xϕpxq ^ @xψpxq

r@xpϕpxq ^ ψpxqqsp1q

ϕpxq ^ ψpxq
@E

ϕpxq
^E

@xϕpxq
@I

r@xpϕpxq ^ ψpxqqsp1q

ϕpxq ^ ψpxq
@E

ϕpxq
^E

@ψpxq
@I

@xϕpxq ^ @xψpxq
^I

@xpϕpxq ^ ψpxqq Ñ @xϕpxq ^ @xψpxq
Ñ I1

$NK1 ϕÑ @xϕ falls x R FV pϕq

rϕ ry{xssp1q

@xϕ
@I

ϕÑ @xϕ
Ñ I1

&NK1 ϕpyq Ñ @xϕpxq

2.6.1 Identität im natürlichen Schlieÿen

x
.
� x

RI1
x
.
� y

y
.
� x

RI2
x
.
� y y

.
� z

x
.
� z

RI4
x1

.
� y1 . . . xn

.
� yn

tpx1, . . . , xnq
.
� tpy1, . . . , ynq

RI4

x1
.
� y1 . . . xn

.
� yn ϕpx1, . . . , xnq

ϕpy1, . . . , ynq

2.6.2 Theorem

RI1 �RI4 reichenaus.
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Beweis

RI2 :
x
.
� y x

.
� x

y
.
� x

x
.
� y z

.
� x rx{zs

z
.
� x ry{zs

RI3 :

x
.
� y

y
.
� x y

.
� z

x
.
� z

x
.
� y

y
.
� x u

.
� z rx{us

u
.
� z rx{us

2.6.3 Theorem

RIn lässt sich sich ersetzen durch:

x1 .
� y1 . . . xn

.
� yn

fpx1, . . . , xnq
.
� fpy1, . . . , ynq für jedes Funktionszeichen f .

x1 .
� y1 . . . xn

.
� yn P px1, . . . , xnq

P py1, . . . , ynq für jedes Prädikatzeichen P .

x1 � y1, x2 � y2 $ gpfpx1, x2qq � gpfpy1, y2qq

x1
.
� y1 x2

.
� y2

fpx1, x2q
.
� fpy1, y2q

RI4

gpfpx1, x2qq � gpfpy1, y2qq

x
.
� y

gpxq
.
� gpyq

2.6.4 Theorem

Γ $ ϕñ Γrt{xs $ ϕrt{xs

NK mit Existenz:

1. Dxϕ :�  @x ϕ

2.6.5 Theorem

ϕrt{xs $ Dxϕ

ϕry{xs $ C ñ Dxϕ $ C (y neu gegenüber C und Dxϕ)

ϕrt{xs $  @x ϕ  @x ϕ $ C

r@x ϕsp1q

 ϕ rt{xs ϕ rt{xs

K
 @x ϕ

p1q

 C
 ϕ ry{xs

@x ϕ  @x ϕ

K
C
RAA

Regel für D:

ϕ rt{xs

Dxϕ
DI

Dxϕ

rϕ ry{xss1....
C

C
DEp1q

2.6.6 Theorem

 Dxϕ %$ @x ϕ
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Beweis:

Dxϕ

rϕsp1q

@x ϕ
 ϕ

K

K
DEp1q

rϕsp1q

Dxϕ  Dxϕ

K
 ϕ p1q

@x ϕ
@I

2.6.7 Theorem

Γ $NK1 ϕ ñ Γrt{xs $NK1 ϕrt{xs für eine Variante1 Γ1, ϕ1 von Γ, ϕ, in der keine Variable aus t als gebundene
Variable vorkommt.

Beweis:

1. ϕ P Γ (Annahme). Benenne gebundene Variablen in ϕ so um, dass sie von Variablen in t verschieden sind.

2. Aussagenlogische Regeln.
`

3. Es geht

@yψpyq

ψpsq
@A

über in

@uψ1puq rt{xs

ψ1psq rt{xs , wobei u l y, falls y in t vorkommt. Ansonsten ist u eine bisher
noch nicht vorgekommene Variable.

4. Es ergibt sich

D....
ψpyq

@zψpzq
@I

Falls y in t vorkommt, wenden wir die IV (�mit y als x und t als v�) an und

erhalten

D....
ψpvq, wobei v in t nicht vorkommt.

Da v nicht in den o�enen Annahmen vorkommen kann, ändert sich an den Annamen nichts. Daraus ergibt

sich wieder mit der IV eine Ableitung

D2....
ψ1pvq rt{xs und dann

D2....
ψ1pvq rt{xs

@uψ1puq rt{xs, wobei u l z, falls z in t nicht
vorkommt.

2.6.8 Korollar

Γ $ ϕñ Γrt{xs $ ϕrt{xs

Bemerkungen:

1. Gilt auch für NK.

2. Gilt nicht für NKE.

2.6.9 De�nition

Erweiterung von Γ ( ϕ auf freie Variablen.

A ( Γr~as ô A ( ϕr~as für alle ϕ P Γ.

Γ ( ϕô pA ( Γr~as ñ A ( ϕr~as für alle A,~aq

1Resultat von gebundener Umbenennung
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2.6.10 Theorem

Γ $ ϕñ Γ ( ϕ

Beweis:

1. ϕ Annahme, d.h. ϕ P Γ
Zu zeigen: A ( ϕr~as ñ A ( ϕr~as

2. Anwendung Aussagenlogik-Regel, z.B. Ñ I

Es ergibt sich:

rϕ1s....
ϕ2

ϕ1 Ñ ϕ2

Dann Γ, ϕ1 $ ϕ2

ñ pA ( ΓY tϕ1u r~as ñ A ( ϕ2r~as für alle A,~aq
ñ A ( pϕ1 Ñ ϕ2qr~as für alle A,~a.
Analog für die anderen Aussagenlogik-Fälle.

3. Sei @I angewendet:

....
ψpyq

@zψpzq

o.B.d.A. nehmen wir an, dass y unsere erste Variable ist. Dann gilt: Γ $ ψpyq ñ Γ ( ψpyq
ñ rA ( Γrb,~as ñ A ( ϕpyqrb,~as für alle A und b,~as
ñ rA ( Γr~as ñfür alle b : A ( ψpyqrb,~as für alle A,~as
ñ rA ( Γr~as ñA ( @zψpyqr~as für alle A und ~as

2.7 Vollständigkeitssatz

2.7.1 Lemma

Falls Γ konsistent, dann Γ erfüllbar.

2.7.2 Vollständigkeitssatz

Γ ( ϕñ Γ $ ϕ

Beweis:

Γ & ϕñ ΓY t ϕu konsistent
ñ ΓY t ϕu erfüllbar
ñ Γ * ϕ

2.7.3 De�nition

Eine Sprache ist eine Menge von Formeln.

1. Eine Theorie T ist eine Formelmenge, die unter Ableitbarkeit abgeschlossen ist, d.h. T $ ϕñ ϕ P T .

2. Falls T � tϕ|Γ $ ϕu, dann heiÿt Γ Axiomatisierung in T . Die Elemente in T heiÿen Axiome.

3. T ist eine Henkin-Theorie, falls es für jede Aussage Dxϕpxq eine Konstante c gibt mit Dxϕpxq Ñ ϕpcq P T
(�c heiÿt Belegexemplar/Zeuge/witness�)
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2.7.4 De�nition

Seien T und T 1 Theorien in L bzw. L1.

1. T 1 ist Erweiterung von T , falls T � T 1.

2. T 1 ist konservative Erweiterung von T , falls T � T 1 und T 1 X L � T .

2.7.5 De�nition

Sei T eine Theorie in L. L� enthalte zu jeder Aussage σ der Form Dxϕpxq eine Konstante cσ, so dass verschiedenen
σ und σ1 verschiedene Konstanten cσ und cσ1 entsprechen. T � sei die Theorie, die axiomatisiert wird durch
T Y tDxϕpxq Ñ ϕpcσq|σ der Form Dxϕpxqu

2.7.6 Lemma

Γ $ ϕñ Γrx{cs $ ϕrx{cs

2.7.7 Lemma

T � ist konservativ über T .

Beweis:

Γ, Dxϕpxq Ñ ϕpcq $ ψ Γ, ψ P L
ñ Γ $ pDxϕpxq Ñ ϕpcqq Ñ ψ
ñ Γ $ pDxϕpxq Ñ ϕpyqq Ñ ψ
ñ Γ $ @yrpDxϕpxq Ñ ϕpyqq Ñ ψs (y nicht in Γ)
ñ Γ $ DypDxϕpxq Ñ ϕpyqq Ñ ψ (y nicht in ϕ)
ñ Γ $ pDxϕpxq Ñ Dyϕpyqq Ñ ψ
ñ Γ $ ψ

Hieraus durch Induktion Γ, Ax1 . . . Axn $ ϕ

ñ Γ $ ϕ

2.7.8 Lemma

Tω ist Henkin-Theorie und konservativ über T .

Beweis:

1. Tω ist eine Theorie.

Tω $ σ ñ ϕ0, . . . , ϕn $ σ für tϕ0, . . . , ϕnu � Tω
ϕi P Tmi für ein mi : m :� max tm0, . . . ,mnu
Da Tmi � Tm: Tm $ σ.
Daher σ P Tm, da Tm Theorie.
ñ σ P Tω

2. Tω ist eine Henkin-Theorie. Nach Konstruktion.

3. Tω ist konservativ über T .

Tω $ σ ñ Tm $ σ. Induktion über m. (Benutze voriges Lemma als Inktionsmodell.)
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2.7.9 Korollar

T@K ô Tω@K

2.7.10 Lindenbaum-Lemma

Jede konsistente Theorie ist enthalten in einer maximal konsistenten Theorie.

Beweis:

Behalte Menge A aller konsistenten Erweiterungen T 1 von T , geordnet durch �.

1. Jede Kette in A hat eine obere Schranke. Sei tTi|i P Iu eine Kette, dann ist
�
tTi|i P Iu eine konsistente

Erweiterung.

2. Daher hat A ein maximales Element Tmax.

3. Tmax ist maximal konsistent. [Zorns Lemma]

2.7.11 Lemma

Sei Tmax eine maximal konsistente Erweiterung von Tω, dann ist Tmax eine Henkin-Theorie.

2.7.12 Lemma

Sei Tmax eine maximal konsistente Henkin-Erweiterung von T , dann hat Tmax ein Modell.

Beweis:

fApt̃1, . . . , t̃nq � �fpt1, . . . , tnq@
t̃1, . . . , t̃n

D
P PA ô Tmax $ P pt1, . . . , tnq

cA � c̃

Diese De�nition ist unabhängig von der Auswahl der Repräsentanten t von t̃, da in Tmax die Gleichheitsaxiome
gelten.

Es gilt: vtwA � t̃.
vcwA � cA � c̃

vfpt1, . . . , tnqw
A � fApvt1w

A, . . . , vtnw
Aq � fApt̃1, . . . , t̃nq � �fApt1, . . . , tnq

Behauptung:

A ( ϕô Tmax $ ϕ

Induktion über ϕ:

ϕ atomar � K: A ( t1
.
� t2 ô t̃1 � t̃2 ô Tmax $ t1

.
� t2

A ( P pt1, . . . , tnq ô
@
t̃1, . . . , t̃n

D
P PA ô Tmax $ P pt1, . . . , tnq

ϕ � K : A * K Tmax & K

ϕ � ψ Ñ σ: A ( ψ Ñ σ ô pA ( ψ ñ A ( σq ô Tmax $ ψ ñ Tmax $ σ ô Tmax $ ψ Ñ σ

ϕ � ψ ^ σ analog.

ϕ ( @xψpxq ô A ( ψpaq für alle a P |A|
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Hieraus: A ( ψpcq, wobei c Beispiel für Dx ψpxq ñ Tmax $ ψpcq ñ Tmax $  Dx ψpxq, da Tmax $ Dx ψpxq Ñ
 ψpcq ñ Tmax $ @xψpxq

Umgekehrt: Tmax $ @xψpxq ñ Tmax $ ψptq für alle geschlossenen Terme t ñ A ( ψptq für alle geschlossenen
Terme t ô A ( ψptqrvtwAs ô A ( ψpxqrt̃s für alle geschlossenen Terme t ô A ( @xψpxq

Wir betrachten Sprachen, deren Konstantenmengen beliebige Kardinalität κ haben können.

L: Menge der Aussagen von L

|L| :� minpℵ0, κq

2.7.13 Vorläufer des Modellexistenzlemmas:

Γ konsistente Aussagenmenge ñ Γ hat Modell der Kardinalität |L|.

2.7.14 Kompaktheitssatz:

Γ erfüllbar ô jede endliche Teilmenge erfüllbar.

Beweis:

Γ * K ô Γ & K ô für jedes endliche Γ1 � Γ: Γ1 & K ô für jedes endliche Γ1 � Γ : Γ1 * K

2.7.15 Endlichkeitssatz

Γ ( ϕ ô Es gibt endliches Γ1 � Γ mit Γ1 ( ϕ.

Beweis:

Γ ( ϕ ô Γ $ ϕ ô Es gibt Γ1 � Γ endlich. Γ1 $ ϕ, Γ1 ( ϕ

2.7.16 De�nition:

A ( Γ ô A ( ϕ für jedes ϕ P Γ

ModpΓq :� tA : A ( Γu

ThpKq :� tσ : A ( σ für alle A P Ku (wobei K eine Menge von Strukturen)

2.7.17 Lemma:

1. Γ � ∆ ñ Modp∆q �ModpΓ1q

2. K � K 1 ñ ThpK 1q � ThpKq

Beweis:

1. A ( ∆ ñ A ( Γ weil Γ � ∆

2. K 1 ( ϕ ñ K ( ϕ weil K � K 1

2.7.18 Löwenheim-Skolem abwärts

Sei Γ eine Menge von Aussagen in L mit |L| � κ und λ ¡ κ. Falls Γ ein Modell der Kardinalität λ hat, dann
auch eines für jedes κ1 mit κ ¤ κ1 ¤ λ.
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Beweis:

Füge zu L eine Menge tci|i P Iu von neuen Konstanten hinzu mit ci � cj für i, j P I und i � j, wobei |I| � κ1.
L1 sei die so erweiterte Sprache. Sei A Modell von Γ der Kardinalität λ. (|A| � λ) Wir erweitern A um κ1 viele
verschiedene Konstanten zu A1 (das ist möglich, da |A| � λ ¥ κ1). A1 ist Modell von Γ und A1 ( ci 9�cj für i � j
. Γ1 � Γ Y

 
ci 9�cj |i � j

(
. Nach dem Modellexistenzlemma gibt es ein Modell B der Kardinalität |L1| � κ1 von

Γ1.

Damit hat auch Γ ein Modell B der Kardinalität K 1 (wobei B die Signatur von L hat, |B1| � |B|).

const pBq � const
�
B1

�
z tci|i P Iu

2.7.19 Löwenheim-Skolem aufwärts

Sei Γ eine Menge von Aussagen in L und |L| � κ. Falls Γ ein Modell der Kardinalität λ ¥ κ hat, dann auch
eines für jedes µ ¥ λ.

Beweis:

Wie vorher fügen wir eine Menge tci|i P Iu neuer Konstanten zu L hinzu und |I| � µ und betrachte Γ1 :�
ΓY

 
ci 9�cj |i, j P I, i � j

(
. Wir zeigen, dass jedes ∆ � Γ1 für endliche ∆ ein Modell hat. Falls ∆ die Konstanten

ci1 , . . . , cik enthält, ist ∆ � ΓY
 
cip 9�ciq |p, q ¤ k

(
�: Γ0. Jedes Modell von Γ0 ist Modell von ∆. Sei A PModpΓq,

|A| � λ. Wir erweitern A zu A1, wobei A1 k neue Konstanten a1, . . . , ak enthält. Damit A1 ( Γ0, also A1 ( ∆.
Nach Kompaktheit gibt es Modell B1 mit B1 ( Γ1. Damit B1 ( Γ, aber auch B ( Γ, wobei B Signatur der
Ausgangssprache L hat (constpBq � const pB1q z tci|i P Iu ). Aus B1 ( ci 9�cj für i � j P I folgt |B1| ¥ µ, also
auch |B| ¥ µ. Falls ¡ µ, wende Löwenheim-Skolem abwärts an.

2.8 Endlichkeit ist keine erststu�ge Eigenschaft

2.8.1 Lemma

Wenn Γ beliebig groÿe endliche Modelle hat, dann hat Γ ein unendliches Modell.

Beweis:

Sei λn :� Dx1, . . . , xn
�
i�j
i,j¤n

xi 9�xj . �Es gibt mindestens n Elemente�.

A ( λn ô |A| hat mindestens n Elemente.
A ( λn�1 ñ A ( λn
Sei Γ1 � ΓY tλn|n ¥ 1u. Sei ∆ � Γ1, wobei ∆ endlich. Sei λm das λn mit gröÿtem n in ∆.
A ( ΓY tλmu ñ A ( Ytλ1, . . . , λmu ñ A ( ∆.
ModpΓY tλmuq � H nach Korollar. Also Modp∆q � H. Wegen Kompaktheit gilt: Γ1 ist erfüllbar (ModpΓ1q �
H).
Jedes Modell von Γ1 ist unendlich. Dieses Modell ist auch Modell von Γ.

2.8.2 Korollar

Sei K eine Klasse von Strukturen (mit fester Signatur), die endliche Struktur beliebiger Gröÿe enthält, dann
gibt es kein Γ, so dass ModpΓq � tA P K|A endlichu.
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Beweis:

Andernfalls würde Γ Modelle beliebiger endlicher Gröÿe haben und damit unendliches Modell.

ñ Es gibt kein Γ, so dass ModpΓq � tA|A endlichu

A ( tλn|n ¥ 1u ñ |A| unendlich
Es gibt keine endliche Menge mit dieser Eigenschaft. D.h. es gibt kein endliches Γ mit A ( Γ ô |A| unendlich.

2.8.3 De�nition

Eine Menge von Strukturen K heiÿt (endlich) axiomatisierbar, falls es (endliches) Γ gibt, so dass K �ModpΓq.

2.8.4 Lemma

K endlich axiomatisierbar ô K und Kc axiomatisierbar.

Beweis:

ñ: K �Modptϕ1, . . . , ϕnuq
ñ K �Modptϕ1 ^ � � � ^ ϕmu

ñ Kc � tA|A R Ku � tA|A RModptϕ1 ^ � � � ^ ϕ2uqu �

$'&'%A|A PModpt pϕ1 ^ � � � ^ ϕ2qulooooooooooomooooooooooon
axiomatisierbar

q

,/./-
ð: K �ModpΓq, Kc �Modp∆q

ñ K XKc �ModpΓq XModp∆q �ModpΓY∆q
ñ es gilt ϕ1, . . . , ϕn P Γ, ψ1, . . . , ψm P ∆, so dass Modptϕ1, . . . , ϕn, ψ1, . . . , ψmuq � H
ñ Modptϕ1, . . . , ϕnuqlooooooooooomooooooooooon

�ModpΓq�K

XModptψ1, . . . , ψmulooooooooooomooooooooooon
�Modp∆q�Kc

q � H

ñ: A PModptϕ1, . . . , ϕnuq ñ A RModptψ1, . . . , ψmuq ñ A RModp∆q ñ A P Kc ñ A P K
A P K ñ A PModptϕ1, . . . , ϕnuq
Also: K �Modptϕ1, . . . , ϕnuq
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