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1 Aussagenlogik

1.1 Aussagen und Junktoren
1.1.1 Definition

Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik besteht aus:
1. Aussagesymbolen: pg, p1,pa, - ..
Metasprachliche Variable: p. (“Aussagevariablen”)

2. Junktoren (Verkniipfungszeichen, Konnektive):

O-stellig: L (Falsum)
1-stellig:  — (Negation)
2-stellig: A (Konjunktion),
v (Disjunktion),
= (Implikation),
< (Biimplikation, Aquivalenz)

Metasprachliche Variable: o
3. Hilfszeichen: (, )

Die Aussagesymbole und L heifen auch atomare Aussagen oder Atome.
1.1.2 Definition (Aussagenmenge PROP)
Die Menge PROP der Aussagen oder Formen ist die kleinste Menge X, fiir die gilt:

1.p,eX, LleX
2. p,eX = (poyp)e X

3. pe X = —pe X

(¢ und v sind metasprachliche Variablen fiir Zeichenreihen - spéter werden sie fiir Aussagen verwendet.)

Jeder induktiven Definition entspricht ein Induktionsprinzip:

Beispiel: Sei N die kleinste Menge X, fiir die gilt: 0e X, ne X=n|e X
Dann gilt: Sei A eine Eigenschaft, so dass

1. A(0)
2. A(n) = A(n|)

Dann gilt A(n) fir jedes n.
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Beweis: Betrachte X := {ne N: A(n)}, dann gilt:

1. 0e X

2.neX=nleX

Also ist X eine Menge, fiir die 1. und 2. gilt. Also ist N € X die kleinste Menge, fiir die 1. und 2. gilt. Also gilt
A(n) fiir alle n € N.

1.1.3 Theorem (Induktionsprinzip fiir Aussagen)

Sei A eine Eigenschaft, so dass gilt:

1. A(px), A(L)
2. Ap), A(¢) = Al(p e y))
3. Alp) = Al(—¢))

Dann gilt A(yp) fiir alle ¢ € PROP.

Beweis: Betrachte X := {¢ € PROP : A(yp)}, dann gilt: p,, L € X; p,p € X = (poyp) € X; pe X =
(—¢) € X. Da PROP die kleinste Menge mit diesen Eigenschaften ist, gilt: PROP < X. Also gilt A(yp) fiir alle
¢ € PROP.

Beispiel: Jede Aussage hat eine gerade Anzahl von Klammern.

Beweis:
IA: Dx, L haben 0 Klammern.
IS: ¢ habe 2n Klammern und ¢ habe 2m Klammern, dann hat (p o) 2n+2m +2 = 2(n + m + 1)

Klammern und (—¢) hat 2n + 2 = 2(n + 1) Klammern.

1.1.4 Definition (Bildungsfolgen)

Eine Bildungsfolge fiir ¢ (von ¢) ist eine Folge g, ¥1, - . . p, mit ¢, = ¢, so dass fiir jedes i (0 < ¢ < n) einer
der folgenden Fille gilt:

1. ; ist atomar
2. ¢ ist (p; o) fiir j,k <i
3. @, st (—y;y) fir j <
Beweis:
1. In einer Bildungsfolge fiir ¢ kénnen “irrelevante” Elemente vorkommen.
2. Jedes Anfangsstiick einer Bildungsfolge ist eine Bildungsfolge.
1.1.5 Theorem (PROP und Bildungsfolgen)

PROP ist die Menge aller Ausdriicke, fiir die es Bildungsfolgen gibt.
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Beweis: Sei I’ die Menge aller Ausdriicke, fiir die es Bildungsfolgen gibt.

PROP < F: TA: Automare Aussage p,und L sind eindeutige Bildungsfolgen.

IS: Seien o, ..., @, und Yo, ..., Yy = ¥, (v, 0y,y,) Bildungsfolge fiir ¢ o).

Analog fiir —.

F < PROP : Sei ¢, ..., e, Bildungsfolge.
Zeige: ¢, € PROP ist die Induktion iiber n.
n = 0: g ist nach Definition atomar, aber ¢y € PROP.
Seien alle Ausdriicke mit Bildungsfolge der Lange m < n in PROP.
©p, ist atomar. 1/
on = (pioyp;) fiiri,j <n
Da ¢; und ¢; kiirzere Bildungsfolgen sind, miissen ¢;, p; € PROP
Damit (p; o ¢;) € PROP. /
¢n = (—;) analog.

Definition (Struktur oder Gliederungsbiume)

Falls ¢ atomar, dann T'(p)= T((poe))= T((—))=
T() T(¥) T(p)

1.1.6 Definition (Teilformeln)

Sub(p) = {¢} falls ¢ atomar.

Sub((p e 9)) = {(p o)} v Sub(p) L Sub(Y)

Sub((—¢)) = {(—¢)} v Sub(p)
1 heiflt Teilformel von ¢, falls ¥ € Sub(p).

1.1.7 Theorem (Definition durch Rekursion)

Seien Abbildungen H, : A x A - Aund H- : A —» A Abbildungen aus der Menge der
es genau eine Abbildung: F': PROP — A mit

o F(p) = Hu(p), falls ¢ atomar

((pav)) = He(F(p), F(v))

o F((pov)) =
o F((=¢)) = H-(F(p))

Definition (Rang von Aussagen)

r(p) =r(L) =0
r((pe¢)) = max (r(p),r(4)) + 1
(=) =r(p) +1

1.1.8 Theorem (Ranginduktion)

(V) [r(¥) <r(p) = AW)] = Alp) = Yo A(p)
Die Relation @subt: ¢ € Sub(1)) ist transitiv.

Atome in A, dann gibt
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Beweis: osubysubgp
Sei ¢ atomar, dann ¢ = ¢ = 0.
Sei ¢ = (¢1 0 3), dann entweder:

L=propy=9¢+/
2. Ysubyq
3. Ysubypgy

osubg; und IV

Dann osubgp
Sei ¢ = (—¢7) analog.

Abkiirzung: ¢ § Y fiir r(p)
Vo[(Vi) < ¢ A(Y))] = Ale)
—_—

=B(¢p)

VAN

(1)
Vo A(p)

y

Beweis: Zeige, dass Vo : B(p). Dann gilt auch Vo : B(p), da ¢ beliebig komplex gewédhlt werden kann.

1. ¢ atomar: Dann gilt B(p) trivialerweise, da ¢ < ¢ falsch.

2. ¢ = (p10p2): Sei B(y1) und B(ps2). Sei p < . Zu zeigen: A(p). Es gilt p < 1 oder p < .
Da nach IV gilt: B(p;), gilt A(p). v/

3. ¢ = (—p1) analog.

Beispiel: ¢ habe n Konnektive (= n Vorkommen von Konnektiven). Dann #(Sub(¢)) < 2n + 1
Beweis:

1. ¢ atomar: #(Sub(p)) = #({p}) =1<1
2. p=p10py:n=mn1+ns+ 1, wobei n; und ny die Anzahl der Konnektive in ¢; und ¢s.
#(Sub(p)) #(Sub(p1)) + #(Sub(p2)) + 1

2n1+1+2n2+1+1
2n+1

<
<

Zu jeder nicht atomaren Aussage o gibt es eindeutig bestimmte Aussagen ¢ und i mit ¢ = (p o) oder
o= (—p).

Beweis: o atomar: Nichts zu zeigen.

Sei o nicht atomar, dann fingt o mit ( an. Also ist 0 = at nicht moglich. Betrachte alle anderen Fille.
o= (=) (mp) = (—¢) = p=¢

(—¢) = (¢1 o p2): Geht nicht: Falls ¢ atomar, ist ¢; # —. Falls 1 nicht atomar, ist — # (.

o = (p10¢2)

(1 0p2) = (¢} 0 py): Falls 1 = at, gilt auch @ = at: (at 0. p2) = (at o ph) = 2 = ¢

(1) 8 (¥2)) = (Y1) v (¥5)) = Y1 = Y1, P2 = V5

Man benutzt: ajbias ... anbnan+1 = a1bjas .. .apblans1 und |a;| = 1fir2<i<n= by =0b),...,b, =0,
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1.2 Semantik

(e[ v evi]ord[e—ov ] —p]
1] 1 1 1 1 0
110 1 0 0 0
01 1 0 1 1
00 0 0 1 1

1.2.1 Definition (Bewertung)

Eine Bewertung v ist eine Zuordnung von Wahrheitswerten zu Aussagevariablen. Die Bewertung [.], als Funk-
tion PROP — {0,1} ist wie folgt definiert:

o [L],:=0

[plo := v(ps)

[¢ A ¢]y == min ([¢]., [¥].)

[o v ¢]y := max ([¢]o, [¢']0)

[=¢lw :=1—Tel.

[¢ = ¥]y =0 ¢, =1 und [¢], =0

1.2.2 Theorem

Sei v : AV — {0,1} gegeben, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bewertung [.], aller Formeln mit [p.], =
v(ps)-

1.2.3 Lemma

Falls v(p,) = v'(px) fiir alle p, in ¢, dann [¢], = [¢]. -

1.2.4 Definition (Tautologie)

1. ¢ heifst Tautologie, falls [¢], = 1 fiir alle v.

2. Sei T' Menge von Aussagen, dann heifit ¢ eine (aussagenlogische) Folgerung aus T, falls fiir v : (V¢ €

D¥ls =1=[¢], =1

Symbol: T E¢ )
¢ =k ¢ (logische Aquivalenz)

Schreibweise: ¥1,...,%, E ¢

Anmerkung: Eine Aussage ¢ ist erfiillbar, wenn es ein v gibt, so dass [¢], = 1.

1.2.5 Lemma

Pl EQSE (LA Apy) =
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1.2.6 Definition (Substitution)

o Lly/p=1

Y L fallsi=j
pi ,fallsi#j

e pi[Y/ps] = {

o (—@)[¥/p+] = —plv/p4]
o (o1 302)[Y/pu] = 01{10/pu] 0 2|1/ pu]

Beispiel:

(P17 A (L = pa3))[(p1 A p2)/p23] = pir[(p1 A p2)/p2s] A (L — pa3)[(p1 A p2/P23]
= pir A (L[(p1 A p2)/p23] = p23[(p1 A p2/P23])

1.2.7 Theorem (Substitutionssatz)

p1 = @2 = Ylp1/pe] A Ylpa/ps]
= P1 < P2 == ...

Beweis:

1. Yy atomar: v = L = 1 g= 1
Y=pi, p=pj,i#J=p A= pi, i =7 =p; =ED;

2. Y =1 0ths : Yifp1/p] [ Palp2/p]
Ya[p1/p] FE Palp2/p]
(Y1 2 2)[p1/p] FE (Y1 0 92)[w2/p]

3. ¢ = =1 analog.

1.3 Grundgesetze der Aussagenlogik

1.3.1 Theorem (Algebraische Gesetze)

e AYEAEY A @ (@ AY) AxTEE A (P A ) (Assoziativitdt)

eV =Y v (e vy) vx=EEe v (P vx)

o v (¥ ao)g=(e v ) A (¢ v o) (Distributivitét)
A vo)H=(pay) V(e o)

—(¢ v )=4=—p A =9 (de Morgan)

—(p A)HE—p v ¢

¢ v p=Ee (Idempotenz)

2 | "

1.3.2 Theorem (Algebraische Umformungen)

o e EE(E =) A (Y- p)

o = pEE—p v YR (0 A )
v yYEE—p > Y

o vYaE=(=p A =)

e AYEE=(—p v =)

o AYEE=(9 = —Y)

—paEp —> 1

laE=p A —p

p17 A (L — (p1 A Dp2))
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1.3.3 Definition (Simultane Substitution)

ol1/q1, ..., ¥n/qn]: das Resultat der gleichzeitigen Ersetzung von ¢; durch ¢; fiir alle i (i < ¢ < n) in ¢.

Unterschied zur Hinereinander-Ersetzung:

(p1 /\pz)[pz/Pum/pQ] = (pz /\p3)
(p1 A p2)p2/p1] = (P2 A p2)
(p2 A p2)[p3/p2] = (p3 A p3) # (P2 A p3)

1.3.4 Funktionale Vollstindigkeit

Sei $ ein n-stelliger Junktor, fiir den eine Wahrheitstafel definiert ist:

01 . on | $(p1,--,0m)
1 .11 .

1 ... 10

1 ... 01

Anders ausgedriickt: Die Bewertung von $(1, .. ., ¢,) ist durch seine n-stellige Wahrheitsfunktion f : (0,1)" —
(0,1) gegeben, so dass gilt: [$(e1,...,0n)]e = F([$(e1)]v,-- -, [$(¥n)]» wobei v der Bewertung der Aussageva-
riable ist.

1.3.5 Theorem

Zu jedem n-stelligen Junktor $ (n > 1) gibt es eine Aussage 7, die nur die Aussagevariablen p1,...,p, und die
Junktoren v, A und — enthélt, so dass gilt:

$(§01’ sy Qpn):“:T[@l/pla sy Qpn/pn]

[$(p13 ce apn):”:T]

Beweis: Induktion iiber n

TA: n = 1: 4 mogliche Wahrheitstafeln
o1 || Si(e1) | $alpr) | $s(er) | $3(e1)
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0
$1V TPl $1 —¥1 P1 A TPl
p1v =N p1 —D1 P1ATP1
IS: Betrachte $(p1, 2, ...,¢©nt1)

$1(p2, -+ Pnt1) 1= 8(p1 v =1, 02, Pns1)
$2(p2, -y Pnr1) == 8(p1 A =01, 02, Pny1)
Induktionsvorraussetzung:

$1(p2,. -, @nt1)=ET1[02/D1, - - - Pns1/Pn]

$2(02s .- s ng1) =T 02/D1, -, Ont1/Pn]

Es gilt:

$(¢15- s Pnt1)

:“:(@1 A $1(9017 sy Qanrl)) \4 (_'901 N $2(9027 ) (anrl))

=1 A Ti[pa/P2, - Pn/Prr1] vV m01 A T2[@2/p1, - On/Par]
Setze:

T:=p1 ATLP2/P1, - s Pry1/Pu] vV —P1 A T2[D2/P1s - Pas1/Pnl
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Beispiel:
P1 ‘ P2 H $(¢1, p2)
1 1 0 Zeilen 1, 2: # o
(1) (1) (1) Zeilen 3, 4: o A —py
0|0 0 Insgesamt: (1 A —p2) v (—p1 A (w2 A —3))
Beispiel:
$1 \ ¥2 \ ¥3 H $(1, 2, p3)
1 1 1 1
11110 0 Zeilen 1, 2: o3
10 |1 0 1234 (p2 A p3) v (—p2 A ps3)
1 0 0 1 Zeilen 3, 4: —Y3
0 1 1 1 Zeilen 5, 6: 3
0 L 0 0 9,6,7,8: (2 A w3) v (=2 A (93 v —p3)
0 0 1 1 Zeilen 7, 8: @3 v —p3
0] 0|0 1

= (p1 A (P2 A p3) vV (72 A @3)) v (21 A (02 A p3) v (mp2 A (03 v —93)))

Bemerkung:

| (Schefferscher Strich) und | (Peirce’scher Pfeil) sind funktional vollstdndig.

o1 | o2 || prlez | @1l w2
1 0 0

O| O = =

0 1 0
1 1 0
0 1 1

1.3.6 Definition (Funktionale Vollstindigkeit)

Eine Menge von Junktoren heift funktional vollstindig,[¢*], = [—¢], wenn sich jeder n (= 1)-stelliger Junktor
mit Hilfe von Junktoren dieser Menge ausdriicken lisst.

Alternative Definition

Eine Menge K von Konnektiven nennt man funktional vollstindig, wenn zu n-stelligem Junktor $ eine Pro-
position 7 existiert, die nur aus p;...p, und den Konnektiven aus K aufgebaut ist, mit der Eigenschaft:
ETo $(p1,...,0n) (n=1).

1.3.7 Definition (Disjunktion und Konjunktion)

/\%‘ = %o
i<0
\/9011 = Qo
i<0

/\ Y = /\‘pz N Pnt1
i<n+1 i<n

\/ i = \/<Pi V Pnt1
i<n+1 i<n
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1.3.8 Lemma

L =A Veia=V A —viy [-(e Ap)=E—p v —¢]

i<nj<n i<nj<n

=V Aeiy=E= AV~
i<nj<n i<nj<n
2. Aeiv Ad=E Awiv s [0 A) v odE(p v o) A (6 v )]

i<n j<n j<n
! Jz‘Sn

Vin Vo=V e Ap;
i<n jsn js<n
i<n

1.3.9 Definition (Konjunktive und Disjunktive Normalform)

Ein Literal hat die Form p oder —p.
Eine konjunktive Normalform ist /\ \/ ¢;; wobei ¢;; Literale sind.

i<nj<n
Eine disjunktive Normalform ist \/ /\ ¢;; wobei ¢;; Literale sind.

i<nj<n
Beweis: p; A —p2, p1 v —p2 sowohl konjunktive als auch disjunktive Normalform.
Beispiel: (p; v p2) A (—=p1 v p2) A ...

1.3.10 Theorem

Zu jedem ¢ gibt es eine konjunktive Normalform (¢ und eine disjunktive Normalform % mit p=jE@°==p?.

Beweis:

Betrachte Formel in v, A, —:

1. ¢ atomar: ¢° := @ =: @

2. o =P Ao i=9Y° A o°
Sei ¢ = \/1; und 0 = \/ 0;
o=V ¥i AV oj=EV (Y A o)) =t 9%, da 9; und o, Elementarkonjunktion.

3. ¢ =1 v o: Analog (¢ und © vertauscht)

4. o ==t =\ Ay v° = AV o
o= = =\ A== AV i =EAV ¥

T = ;;  falls ¢;; = p oder —p
“ p falls ¢;; = =—p

Beispiel:

Disjunktive Normalform: Konjunktive Normalform:

(p1 — p2) = p3

=(=p1 v p2) vp3 =(=p1 v p2) vp3

~— ~—

_TP1 A P2 —Tp1 A P2

[ (S

(p1 A —p2) v p3 (p1 A p2) v p3
|\ —]

(p1 Vv p3) A (p2 v p3)
Betrachte Formeln in A, v, —:

10
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1.3.11 Definition

*: PROP — PROP

*

p* := —p falls ¢ atomar
(<p A 77[})* = (p* Vw*

(SD V] ,l/})* = SD* A w*
(—p)* = —p*

1.3.12 Lemma

[Qﬁ*ﬂq; = [[_'QO] v

1.3.13 Korollar

p* == —p

1.4 Dualitit
1.4.1 Definition (Dualitit)

4. PROP — PROP (Dualitiitsabbildung)

o := ¢ falls ¢ atomar

(o A )=t vyt
(o v ip)t =t Ayt
(=) = =g

1.4.2 Dualititssatz

¢ == 1 genau dann, wenn ¢ == ¢

Beweis:

Sei ¢ g 9, dann —p == —1), dann ¢* HE= Y*
Daher ¢*[—po/po, - - -, =Pn/Pn]FEY*[—D0/P0, - - -

Also ¢ [==po/pos - - ., ==Pn/pn]=EY [ —==po/po, - - -

o FE Yl = el g Yl = o S 1

Allgemeine Behandlung der Dualitit

W =1-— [l

1.4.3 Definition (Dualer Junktor)

) _'pn/pn]
) _'_'pn/pn]

Sei 7(p) := 1 — v(p). Der zum n-stelligen Junktor .J duale Junktor J¢ ist wie folgt definiert:

[Jd(%’la .- -v‘Pn)]]v = [[J(Qona .. -a@l)ﬂi

11
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Prozedur: Man erhélt den zu J dualen Junktor, indem man in der Wahrheitstafel fiir J iiberall 1 und 0
vertauscht.

(o[ [oinpa]| [ ]w2]w1ves] (o[ [ori—o2 ]| [ ] w2 ] 1=y ]
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0

0 1 0 wa ] 0 1 0 1 1 w1 0 0

1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
Lo [ e | o]~ ]

0 1 wa | ] 0 Lo T

1] 0 1

Die zu ¢ duale Formel ¢ entsteht aus ¢ dadurch, dass man jedes J in ¢ durch J¢ ersetzt.

1.4.4 Satz

[l = [elz [ = [¢]w

1.4.5 Satz
%" entstehe aus ¢ wie folgt: Wir bilden zunichst ¢?. Ersetze jedes p durch —p, falls vor p kein — steht, sonst

—p durch p.
Dann gilt: % == —p

Beweis:

[e*1o = [¢%Tw = [¢lo = [-¢]o

de Morgan: —(p1 A p2) == —p1 v —pa
—(p1 — p2) A —p1 = —p2

1.4.6 Theorem

¢ =k Yo o == P!

Beweis:

[']e = [¢"T5 = [¢ls = W] = [¥]5 = [

1.4.7 Definition (Allgemeingiiltigkeits- und Erfiillbarkeitsiquivalenz)

 ist allgemeingiiltigkeitsiquivalent mit v, falls gilt: = ¢ <E ¥
 ist erfiillbarkeitsdquivalent mit ¢, falls gilt: ¢ erfiillbar < 1 erfiillbar

Komplexitidt von konjunktiver und disjunktiver Normalform

o SAT (Erfiillbarkeit) ist N P-vollsténdig
(] SATKNF ist NP—Vollstéindig
e TAUTpnF ist N P-vollstindig

e SATpNF ist linear

12
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e TAUTknF ist linear

Transformation einer Formel in eine erfiillbarkeitsiquivalente disjunktive Normalform bzw. in eine allgemein-
giiltigkeitsiquivalente konjunktive Normalform kann nicht polynomiell sein (falls P # NP).

Die Transformation einer Formel ¢ in eine erfiillbarkeitsiquivalente konjunktive Normalform oder in eine allge-
meingiltigkeitsdquivalente disjunktive Normalform kann jedoch polynomiell sein.

Das ist gut fiir Verfahren zum Testen der Erfiillbarkeit der konjunktiven Normalform. = Resolution

1.5 Natiirliches Schlielien

Nur Formel in A, —, L

Einfiihrungsregel

o Y
onp "

0y

1

0
=P
(i)T‘P

— 1)

% — RAA(;) (Reductio ad absurdum)

Fy———p
Wp—1] [o]?
— F
1 N
N (1)
(=) =1 7
— L(2)

p=>((p—1)—>1)

T

P Y=g

® -] [p]V
® [~y] v

— F

0,7 =
- P

i_,RAA

=W =0y —(p—o0)

o (W —0) [p]V
g =B @

= e

Beseitigungsregel

oAy

b ANE

— E (modus ponens)

(4

oo =

S et B '

1 —

B N

—o =3 1o
Yo p

13
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oV hi==(mp A )
ﬁsp;zsp—>_]_

(=) oAy

EY
- (41
~po¥) oy 4¢*@_¢Hw:;
L RAA, g
—

oAy

1.5.1 Definition (Ableitungen in NK”)
Die Menge der Ableitungen im NK’ (Kalkiil des natiirlichen Schlieffens) ist die kleinste Menge D, fiir die gilt:

e ¢ € D fiir jedes ¢

D, D,
®1 P2
. 2(;11 eD, 52 eD="o1Ap; €D
D
¥1
D e
01 A 0o eED= " €D
L]
D
4 -
e D eD= p—ov € D, wobei i neu ist und beliebig viele Vorkommen von Annahmen ¢ eingeklammert
G
werden kdnnen.
Do, De
o= ©
@?&bem,zzem: " eD
[—]®
D
—p 1
e D D= %) RAA¢ D, wobei i neu ist.
1

1.5.2 Definition (Abhingigkeit einer Ableitung in NK”)

Eine Ableitung in NK’ ist von einer Menge I" von Formeln abhdngig, wenn I' die Menge derjenigen Formeln ist,
die als ungeklammerte Annahme in der Ableitung vorkommen. D ist eine Ableitung von ¢ aus der Menge T,
wenn D mit ¢ endet und D von einer Teilmenge von I' abhéngt. ¢ ist ableitbar aus T’ (T'  ¢), falls es eine
Ableitung von ¢ aus I' gibt.

1.5.3 Korollar

' ¢ = I" I ¢ fiir ein endliches IV € T’
DLAFe:=TUARFp
Loy :=Tu{pt -9

14
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1.5.4 Korollar

F'-p=T"FepfirjedesIV T

1.5.5 Lemma (Ableitungsregeln aus Mengen)

1. T+pfallspel

2T Iy =Tul'FpaAvy
3 TrHoAYy=TFp 79y

4. To-yYv=TFHp—-vY

5 T+, Iy =>T0ul"RH9y
6. I''—pF-L=>TFop
7.THL=TFyp

1.6 Vollstindigkeit

1.6.1 Theorem (Korrektheit)

'p=TEp

Beweis:
Sei D eine Ableitung von ¢ aus I'. Zeige I' = ¢ durch Induktion {iber den Aufbau von D.

e D=, dannist p eI, dann I' = ¢.

Dy D,
¥1 P2
e D=1 Aps ,dannsind D; und Dy Ableitungen von ¢; bzw. @9 aus I'. Nach Induktionsvorraussetzung
I'E @1, I'E@g,also ' = ¢1 A po.
Dl DQ
$1 P2
e D=1 Aps ,dannsind D; und Dy Ableitungen von @1 bzw. @9 aus I'. Nach Induktionsvorraussetzung
I'e @1, I'E @, also T = ¢ A po.
P1 N P2

e D=, analog.
L]

DI
L (4) [@](i)
e D=p—- ! ,dann ist D’ eine Ableitung von ¢ aus I' U {¢}. Nach Induktionsvorraussetzung gilt:
(4
Tu{p}EY. AlsoT E ¢ — 1.
D, Dy
poY g
e D= P ausgelassen.
[~
D/
L : [
e D=7 (Z), dann ist D’ eine Ableitung von L aus I' U {—p}. Nach Induktionsvorraussetzung

L
gilt: T u{—p}E L, alsoT E .

15
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1.6.2 Definition (Konsistenz)

I heiftt konsistent, falls " (£ L.

1.6.3 Lemma
Folgendes ist dquivalent:
1. T ist konsistent

2. Firkein pist ' - pund I' - —¢p
3. Es gibt ein ¢ mit I' t£ ¢

Beweis:

1.=3.: NG

3.=2: Seil' o, ' mp=TF L =T}F @ fir jedes ¢
2.=1.: '-l=TFrel'F—-p

1.6.4 Lemma

T ist konsistent, falls es eine Belegung v gibt, mit [¢], = 1 fiir alle p € T.

Beweis:

Sei I' nicht konsistent, dann I' - p und I' - —¢p = I' & ¢ und " = —¢. Also gibt es keine Belegung, die alle
Formeln aus I verifiziert, da sonst sowohl ¢ als auch —¢ verifiziert werden miissten.

Erfiillbar = konsistent
1.6.5 Lemma

I' U {—¢} inkonsistent = I" - ¢
I' U {¢} inkonsistent = I' - —¢p

1.6.6 Definition (Maximale Konsistenz)

" heifit mazimal konsistent, falls I konsistent und falls fiir jedes ¢ ¢ I' gilt: I" U {¢} ist inkonsistent.

1.6.7 Lemma (Erweiterbarkeit von Formelmengen)

Jede konsistente Formelmenge ldsst sich zu einer maximal konsistenten Formelmenge erweitern.

16
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Beweis:

Wir zdhlen alle Formeln ab: g, 1, 2, ...

——
Verfahren: Statt ¢,: ¢ =
() A= L 7 p
1 2 3 4 5 6 7

ps3 - ( pr N P2 )
7666 4 1 76666666 3 766 2

FO =T

{I‘n u{en} ,fallsT U {p,} konsistent
Fpyq =

T, , sonst

[ = Ujen T'id

1. Jedes I',, ist konsistent. Induktion iiber n:

2. T'" ist konsistent.
Sei I'* inkonsistent, d.h. I'™ — 1,
dann IV I L fiir endliches IV < T'*,

dann '), - L fiir ein geeignet grofies n.

Widerspruch zu 1.

3. I'* ist maximal konsistent

Sei I =T* u {4y}, ¢ ¢ ', dann ¢ = ,,.

Das heifit IV =T* U {¢, }.

Das heift T, U {¢,} konsistent. Dann ¢,, € ', 41 € I'*. Widerspruch.

1.6.8 Lemma

Jede konsistente Aussagenmenge I' 14sst sich zu einer maximal konsistenten Aussagenmenge I'* erweitern.

1.6.9 Lemma

Falls I' maximal konsistent ist, ist I' unter Ableitbarkeit abgeschlossen, d.h. I' - ¢ = p e T

Beweis:

Seil ¢, p¢T. AlsoT U {p} — L, dh. T' - —p. Widerspruch zur Konsistenz.

1.6.10 Lemma

Sei I' maximal konsistent. Dann gilt:

1. Entweder ¢ € " oder —p € T fiir jedes ¢.
2. ¢ > 1 € I" genau dann, wenn (p e I' = ¢ e I).

17
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Beweis:

1. p¢ =Tt
= TI'u {—¢} ¥ Ld.h. T' U {—¢} konsistent
= —pel
—p ¢ ' = ¢ el analog.

2. p—>9pel, pel = ¢ el nach 1.6.9 (modus ponens)
e ¢l = —(pA—Y) ¢l
= o A = € ' nach 1.
=pel, el
=pel, ¢l ./

1.6.11 Lemma

Falls T konsistent, dann ist T" erfiillbar, d.h. es gibt ein v, so dass fiir alle p € T" gilt: [¢], =1

Beweis:
Sei I'* € T’ maximal konsistent.

Definiere: v(p) = 1 : < peI™*
Zeige: [¢], = 1 fiir alle p € T

o =rp: [p]lo =v(p) =1« pel™*

o= peleoyvé¢lo[v],=0<[¢], =1

© =11 Aty @EF*®¢1€F*UHd¢2€F*g[[%]hzlund [o]o =1 < [1A], =1
o=1U >y peTr o W el = phel) o [W]s=1= [V =1< [ = ], =1
1.6.12 Korollar

I' £ ¢ <es gibt ein v, so dass [¢], = 1 fir alle v € ', [¢], =0

Beweis:
F'fe=Tu{-p}f L
1.6.13 Satz (Vollstindigkeit)

Fr=ep=TFe

Beweis:

I' # ¢ = T ¥ ¢ aus dem Korollar.

1.6.14 Korollar (Endlichkeitssatz)

'~ ¢ = I" I ¢ fiir ein endliches IV € T

1.6.15 Korollar (Kompaktheitssatz)

I' erfiillbar < jedes endliche IV € T" erfiillbar.

18
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Beweis:

[ unerfillbar == T'= 1L = TF L = T'F L (IV endlich) = I" = L = T” ist unerfiillbar

1.7 Disjunktion
1.7.1 Lemma

1.oFpvy
2.0V

3. oo, Yro=Tpvyto

Beweis:
2 3.
1.
e ], [¥],
[~¢ A _‘¢]1 —(—=p A =0 :
—p AE P : : [—o] o
- - E [zl o E 3 - F
LTy 5 - 1,
(mpn—1p) > L Py =5~ h —p 2
%_/ / A /\I
—(—p A ) —(—p A —p A
PV el RAAg

1.7.2 Definition

NK hat v als Grundzeichen. Fiir v gelten folgende Regeln:
[l T,

<

vy o o
o

@
VY

VEZ'

AS)
<
<

1.7.3 Lemma

e Vv = =(—p A —Y)
NK

Beweis:
LLl_”: 90 |_ —|(—|§0/\ _|1/})
NK'
= ¢ (g A—¢)und ¢ F =(=p A =)
NK NK ~————
=9V = (- A—Y)
NK
“ Lo b o, T - o=T,~(~pr—) F o
NK' NK! NE

=>ToF o, 'Y o=T~(~¢Ar) F o
NK NK NK
=T - ovi, T Y F pvy=T,=(—pAr—9) = v
NK NK NK
= 2(mpAY) = v
NK
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2 Pradikatenlogik

2.1 Struktur
2.1.1 Definition (Struktur)
Eine Struktur ist eine Folge (A, Ry,..., Ry, F1,... Fy,{c; : i € I}) wobei

e A nicht leere Menge
e Ry,..., R, Relationen iiber A
e Fy,... F,, Funktionen iiber A

o {¢;: i€ I} S A Menge ausgezeichneter Konstanten

Beispiel:

<Z7 +7 E) O>

Metasprachliche Variablen fiir Strukturen: 2,8, &, . ..
2] = A

2.1.2 Definition (Ahnlichkeitstyp einer Struktur)

A={ARy,...,Rn, F1,...,Fp,{c; i€ I})ist die Folge {r1,...,7n,01,...,am, Ky wobei

e 7; Stelligkeit von R;
e a; Stelligkeit von F;
o k=]

Beispiel:

{—,2,1,1) Ahnlichkeitstyp = Symmetrie

Beispiel:

Struktur (N, <, +,-,5,{0,1,2,3,...})
Signatur (2,2,2,1, ko)

2.2 Die Sprache einer Signatur

Es sei eine Signatur {ry,...,7n,a1,...,anm, Ky gegeben. Das Alphabet der zugehdrigen Sprache besteht aus:

1. Pridikatenzeichen: Py, ..., P, der Stelligkeit rq,...,r,, =
2. Funktionszeichen: f1,..., f,, der Stelligkeit aq,...,am
Konstantenzeichen: ¢;, i € T

Variablen: xg, x1, x2,. ..

Junktoren: 1L, —, A, v, >, &

Quantoren: V,3

N ot w

Hilfszeichen: (,),,

20
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2.2.1 Definition (Menge TERM)

Die Menge TERM der Terme ist die kleinste Menge, die alle Konstanten ¢;und alle Variablen x; enthélt, und
mit tq,..., ¢, auch fi(t1,...t,) enthilt, falls f; n-stellig.

2.2.2 Definition (Menge FORM)

Die Menge FORM der Formeln ist die kleinste Menge, die

e {1 =ty fiir alle Terme ¢q,to
e P(t1,...,ty,) fir alle Terme ¢4, ...,t,, wobei P; n-stellig,
o |

enthilt (Atome) und die mit ¢, auch (=), (p o), (Vx)p, (Iz)¢ enthilt.

2.2.3 Lemma

Sei A(t) eine Eigenschaft von Termen. Falls A(t) fiir alle Konstanten und Variablen ¢, und falls mit A(¢1,...,t,)
auch A(f(t1,...,tn)) gilt, dann gilt A(t) fiir alle t e TERM.

2.2.4 Lemma (Aufbau von Formeln)

Sei A(p) eine Eigenschaft von Formeln.
Falls A(yp) fiir atomare @, A(p), A(¢)) = A(—p), A(pot)), A(Vxy), A(zp), dann gilt A(yp) fir alle p € FORM.

2.2.5 Definition (Freie Variablen)

FV(f(tr, ... tm)) = FV(t1) U -+ U FV(tn)

2.2.6 Definition

2.2.7 Definition (Gebundene Variablen)

Vip) = @ falls ¢ atomar
BV (=) = ( )
V(p o) = BV(p)u BV ()
(Vo) = BV(Jzp) = BV (p) v {z}

Bemerkung:

FV(p) n BV (i) ist nicht notwendig leer
@ a0 =x0 A Jzo(T0 = X0)
x0 € FV(p) und z9 € BV (p)
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2.2.8 Definition (Geschlossenheit)

Eine Formel ¢ bzw. ein Term ¢ heifit geschlossen, falls FV(¢) = & bzw. FV(t) = &.
Geschlossene Formeln in Aussagen: SENT.
TERM., : Geschlossene Terme.

2.2.9 Definition (Substitution in Atomen)

s[t/x] ist definiert durch:

[t/x] =y, fallsz #y

[t/x] =y, falls y =t

[t/x] = ¢, falls ¢ Konstante
flt1, .. tw)[t/x] = f(talt/x], - .- tm[t/x])

Y
Y
c

2.2.10 Definition (Substitution in komplexen Termen)

@[t/x] ist definiert durch:

1[t/z] =L

t1 = tg[t/.%‘] = tl[t/x] = tg[t/.%‘]
P(ty,...,tm)[t/x] = P(t1[t/x], ..., tm[t/x])
(~p)t/2] = —(¢lt/x])

(w0 w)[t/2] = ¢lt/z] o vlt/a]

(Vyp)[t/z] = Vyp, falls 2 = y

(Vyp)[t/z] = Vy(p[t/z]) falls = # y

(Fyp) analog.

Simultane Substitution ergibt sich dann dquivalent zur Aussagenlogik. Beispielsweise:

T = x2[$2,$1/3€1,$2] =T =1

2.2.11 Definition (Freiheit von Variablen)

t ist frei fiir « in ¢ falls:

e ( ist atomar
e =i, =0 und tfrei fir z in 1, P2
e o =3y und (x ¢ FV(Vyy) oder y ¢ FV(t) und ¢t ist frei fiir z in ¢)

e (Vyp) analog.

Alternative Definition:

Sei ¢ eine Formel und ¢ ein Term, dann sagt man ¢ ist frei einsetzbar fiir x (x ist eine beliebige Variable) in ¢,
wenn an jeder Stelle von ¢, wo x als freie Variable von ¢ vorkommt, gilt, dass x nicht einer Teilformel von ¢
der Form Ywip oder Jwip angehort mit w e FV ().

Beispiele:

2 frei fir xg in Iz P(x0, x3)
f(xo,x1) nicht frei fir xg in Iz, P(x0, x3)
x5 ist frei fiir x1 in P(zq,23) — 21Q (21, x2)
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Annahme:

©[t/x]: angenommen, dass ¢ frei fiir z in ¢.

Notation:

Statt ¢ und ¢[t/x] schreiben wir auch ¢(x) und o(t).

1 =29 v I P(23) — $

2.2.12 Definition

ol¢/$] ist definiert durch:

(/5] o falls 0 # $ und o atomar
O' =
7 o fallso=3$

—a[p/$] = —=(ole/3])
(o1 002)[p/8] = a1[p/8] 0 02[p/$]
(3z0)[p/8] = Fz(a[p/$])

(Vzo) analog.

2.2.13 Definition
 ist frei fiir § in o falls:

e o ist atomar

e 0= -0, 0 =000 und ¢ frei fir $ in 01,09

e 0 = Jy7 und ($ kommt nicht in 7 vor oder y ¢ FV () und ¢ ist frei fiir $ in 7)

e (Vy7) analog.

2.3 Semantik

Gegeben eine Struktur 2 der Signatur . Gegeben eine Sprache der Signatur X.

2.3.1 Definition (Belegung)

Eine Belegung ist eine partielle Zuordnung v : VAR — |2|. Die Bedeutung eines Terms ¢ in 2 releativ zu einer

Belegung v ist wie folgt definiert:

[z]} = v(2)
[¢]* = ¢, wobei ¢ das Korrelat von ¢ in 2 ist

[fi(tlv cee ’tn)]% = Fi([ﬁﬂ]%? SRR [[tn]]vm)

Beispiel:

Q‘ = <N7 +757O>
+,5,0
v:ixgr— 0
vz s(s(0))

[(2040)+5(z1)]2

= [zo+0]3 + [3(x1)]3

= ([xo]3 + [013) + s([21]3)
= (v(zo) + 0) + s(v(z1))

= (0+0) + s(s(s(0)))
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2.3.2 Definition
[t]* ist wie folgt definiert:
0[] = v(a)
o [a]*:=a
o [f(tr, o t)I2 = F([D, - [ta]D)
2.3.3 Definition
[o]® ist wie folgt definiert:
. [L17 -

1 falls [tlﬂm [tg]]m

0 , sonst

[ti=to]3 = {

1, falls P([t]%,. .., [ta]®)
0 , sonst

[P(ty, ... t,)]% = {

[ A ]2 = min([e]2, [¢]2)
[ v ]2 = max([e]2, [¢]3)
[l =1 —[e]?

o [p— w]]% = max(1 — H@]]% [W]]%)

o [Vap]? = {1 , falls []71,, 0 * fiir jedes a € |2
0 , sonst

° [[ax(p]]m {1 , falls [[@]]mzHa] *x fiir ein a € |2[|
0 , sonst

* (v[z — a])(z) =

ofir > al(y) = o(y), falls y %

A= p e [p]* =1, falls keine freie Variable in ¢
Ak @ e [VTp]* =1, falls . = FV(p)
= “Allabschluss” von ¢

A E plar, ... a,] e [@]* =1, wobei v : z;, = ay,x;, = az,z;, = ap, mit {x;,,...,z; }: FV (), i1 <ig <
<

Beispiel:

- - A — —
A zis=r1ifar, a2] © [215=211 01, ey arsia) = 1S 02 =01

2.3.4 Definition (Giiltigkeit, Erfiillbarkeit)

© heifst (allgemein) giiltig in 2, falls 2 = ¢. ¢ heifit erfiillbar in 2 falls 2 = Jp.
Das heifit: 2 = ¢[aq,...,a,] fir geeignete aq,...,a,, falls ¢ n freie Variablen hat.
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2.3.5 Lemma

 heifst allgemein giiltig, falls 2 = ¢ fiir jedes 2.
© heifst erfiillbar, falls ¢ in A erfiillbar fiir ein 2.

2.4 Eigenschaft der Quantorenlogik

2.4.1 Theorem

1. E —=Vep & Jxz—¢

Beweis:

[=Vaeld =1 — [Voe]d
1, fall A firallea e |A

ﬂwﬂ%={ A [Pl fralle e €Al _ e
0 , sonst

L 1 , falls [[@]]QLEHG fiir ein a € |A|

x =
Pl 0 , sonst

2. E—~dzxp & V-
3. EVzp o —dx—p
4. Jzp © —Vr—p

2.4.2 Theorem

EVa(e A ) o Yep AVap

Beweis:

A= V(e A)|ar,...,an],wobei Vz1(¢o A 1) n freie Variablen enthélt.
< fiir jedes a € || : A E o AY[a,a1,...,a,]

< fiir jedes a € || : A = pla,a1,...,a,] und A = Y[a,aq, ..., an]

< fiir jedes a € || : p[a,a1,...,a,] und fir jedes a € |A]|: Y[a,a1,...,a,]
< A= Veplar, ..., a,] und A = Valay, . .., an]

< AE (Yep AVay)|ar, ..., an]

2.4.3 Koinzidenz-Theorem

v lFV(t) = vl FV(8) = [1]2 = [1I2

A g [¥()] = 1

V(p): Va1 ... zphp FV(p) ={z1,...,z,}
E ¢: Fiir alle 2: 2 = ¢

Sei I" Menge von Aussagen, ¢: I' = ¢: Fiir alle : Falls fiir alle ¢ € I': 2 = 4, dann 2 = ¢. ¢ folgt logisch aus T'.
A= plat,...,an] a1,...an € |

{l’il,...,l’in}ZFV( ) 1 <ig < <1y,
A

[Sp]]'u[al/xil,.“,an/xin] 1

A = pld]

2.4.4 Uberfiihrungstheorem

[t /2105 = Te0 g jag
Lelt' /=103 = [el3igenay e
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Beweis:
LA. [=[t'/=]]y = [t'] = [=]oppepa m
I.S.: NG

2.4.5 Substitutionstheoreme

1.

2.

= tl = t2 g s[tl/x] = S[tg/]}]

=t =t = (e[t /2] < plta/z])

3. = ((p > w) — (U[gp/$] > O'[w/$])

Beweisskizze:

1.

Induktion iiber Aufbau von s:

s = x: s[t1/x] = tq, s[ta/x] = ta

Zu zeigen: E t; =ty > t1 =t +/
s#x: Zuzeigen: Ety =ty — s =54/
s (. t)

Zu zeigen:  ty =ty — f(t[t1/a],... 1. [tr/2]) = F(#h[ta)2], - .. " [ta/2]

LV. = tl = tQ - t;[tl/x] = t;[tg/l']

Lt [ta/al, - e[t /e DY

= 2 ([l /=005 - - Tt /2]07)

= 2 ([th[to/2]12, . .. [t [t2/2]]) nach LV.
= [f (Wilta/x], ...t lta/2])]Y

. Analog: Induktion iiber Aufbau von .

Induktion iiber Aufbau von o:
LAio=8\/o#$+

IS.: 0 =Var

[o[e/SII7 = [Var[e/S]I7

= [va(rlo/S)I2

= min[7[o/3]17fa

]
= min [T[w/?D]]]?[a/w] nach IV.
)

ae|A|
[Va(r[v/3]
= [Var[v/8]]3

A
v

2.4.6 Definition (Préinexe Normalform)

Eine Formel ist in prianexer Normalform, falls sie die Form hat: Q121 ... Qp2zn, wobei Q1, ..., Qy YV oder 3 sind
und ¢ quantorenfrei ist.

2.4.7 Theorem

Zu jedem ¢ gibt es ein 1 in pranexer Normalform mit = ¢ < ).

26



Mathematische Logik 2 PRADIKATENLOGIK

Beweis:

Gesetze:

1. Gebundene Umbenennung

Dadurch konnen alle Quantoren ungleichnamig gemacht werden.

2. Quantoren nach aufen ziehen
E —Vrp o dz—p
E —drp o Yr—p
E Qirp A Qayh « QrzQay(p A ), falls y ¢ FV(p) und z ¢ FV ()
E Qirp v Qayh © QizQay(p v ), falls y ¢ FV(p) und z ¢ FV ()
E (Qize = Qayy) © QizQ2y(p — V)

Beispiel:

=VazPx v (32Qxy — VzRx)
=Vy1Py1 v (Jy2Qu2y — VysRys)
Jy1 = Py1 v Vy2Vy3 (Quay — Ry3)
Fy1VyoVys (—Py1 v (Quay — Ry3))

Bemerkung:
¢ und v seien beliebige Formeln und @ € {V,3}. Setze auferdem V~! := 3 und 37! := V. Es gelten folgende

Regeln:
Regel 1:  Sei « eine Variable , die nicht in ¢ frei vorkommt, dann gilt:

Qrp oy = Qu(p o y) mit o € {A, v}
Regel 2:  —Qzyp =HF Q tz—p

Regel 3:  Qup 3= Quy[y/x] wobei y eine Variable ist, die nicht in Qzy vorkommt.
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Wiederholungsstunde

Gesetze der Quantorenlogik

E —Vz10 < 21—
Zu zeigen: A E V(=Vr1p < Jz1-9p)

Tupel von Gegensténden aus |2| derselben Linge wie Z.

Beispiel:

A EV(=Vrip < Jz1—-9)

< A E Ve o Jz1—¢[d] fir alle @

< [A E —Vaip[d] © A E Jx1—p[d]] fir alle @

< [A B Va10[d] < es gibt ay : A ¥ plaq, d]] fir alle @

< [nicht fir alle a1 : A & p[a1, d] < es gibt a1 : A ¥ p[a,d]] fir alle @
Letzteres ist der Fall.

Beispiel:

E Vo Voo o YaoVaip  FV(p) = {1, 22}

A= Ve Vaeop © Vaoxp

< [A Vo Vrp © A = Vo Vo ¢]

< [Fiir alle a1, a2 : A = plag,az] < Fir alle a1, a2 : A = plag, a1]]
Das ist der Fall.

Beispiel:

E Voo o Yeop[za/z1]

A= Va9 o Yasp[xs/z1]

& [AEVrip o A= Veop[ra/z1]]

< Fiir alle a : A = ¢[a] < Fir alle a : A = p[za/z1][a]
Das ist der Fall.

Seien Z die freien Variablen in dieser Formel, angeordnet entsprechend ihrem Index. Sei @ Bezeichnung fiir ein

2.5 Identitit
2.5.1 Theorem
Es gilt:

1. EVa(z = 2)

2. EVzy(z =y — y = ) (Reflexivitét)

3. EVayz(z =y Ay =2z — x = z) (Transitivitét)

4. thl,...,mnVyl,...,yn< x; =y, >z, ..., x,) ﬁt(yh...,yn))

> >

5. thl,...,anyl,...,yn( xi=y7;—>((p(xl,...,xn)H(p(yl,...,yn)))
i=1

FV(t)\{l‘l,.,.7xn} A {y17-~-ayn} =J
FV((P)\{Z‘l,,SCn} /\{yla"'ayn} :Q

Beweis:

AEVey(lx =y >y = 1)
S UAE(x =y -y =x)[a,b] fir alle a,b € ||
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S A=z =yla,b] = AE x = yla,b] fiir alle a,b e ||
sa=b=>b=a

Letzteres gilt.

2.6 Kalkiil des logischen Schliefiens fiir die Quantorenlogik

L. Vap(z) v ly/z] #(y)
¢ [t/x] p(t) Vg Vap(x)
Folgende Herleitung fiihrt zu einer falschen Aussage:

[P
Vo P(x) o
P(y) —» VaP(x) VI

Vz(P(z) — Yz P(x))
Deswegen muss folgende Nebenbedingung eingefiihrt werden:
Proviso: y kommt in keiner Annahme vor, vor der ¢(y) abliuft.
Fn i YaVyp(e, y) — VyVoe(z, y)

VaVyp(z,y)
Yyo(z,y)
o(z,y)
Voo(z,y)
VyVap(z,y)

VE

Fyi Ye(p(z) A (x)) = Yep(z) A Yoy(x)

Valo(@) Ab@)]a,  Male() A vy,
VE VE
o(z) A p(z) p(z) A p(x)
—— AF —— AF
o(z) VI ¢(z) VI
Vop(z) Vi) ()
Vao(x) AV (x) A /
Va(p(x) A p(z)) = Vop(z) A Vay(z) '
Fnir @ — Vap falls x ¢ FV(p)
[e [y/2]] 1)
—— VI
_Yee
Voo
Vi p(y) = Vop(r)
2.6.1 Identitdt im natiirlichen Schlieflen
— RI =Y pi, A 7 NZN - In T py,
T=z y=ux T =z t(x1, o mn) = ty1, -, Yn)
1 =Y Ty =Yn @(T1,...,2p)
<p(y17 s >yn)

2.6.2 Theorem

RIi + RI, reichenaus.
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Beweis

rT=Yy T==x
RI5: Yy =x

T =1y

y=x Yy==z
RI; : T =z

2.6.3 Theorem

r=y z=uxz/z]

z=x[y/7]
Y
y=x u=zl[z/u]

RI, lasst sich sich ersetzen durch:

zl=y1...Tn =Yn

flxy, .. xn) = f(y1,-..,yn) fir jedes Funktionszeichen f.

zl=y...xp =y, Plz1,...,z,)

P(ylv"'vyn)

fiir jedes Pradikatzeichen P.

Ty =y1, T2 = y2 b+ g(f(z1,22)) = 9(f(y1,92))

T1=Y1 T2 =12

f(x1,22) = f(y1,92)

g(f(x1,22)) = g(f(y1,92))

2.6.4 Theorem

I o= Tt/z] = olt/z]

NK mit Existenz:

1. Jzp := =Var—p

2.6.5 Theorem

olt/z] - Jxp

RI,

=y

oly/z] = C = 3zp I C (y neu gegeniiber C und Jzyp)

plt/a] = =Veop

[Vxﬂp]u)
—p[t/z]  p[t/a]

L
—Va—p (1)

Regel fir 3:

t/x 3
elt/a] 2
Jze

2.6.6 Theorem

—Jdzp A V-

=Yz—p - C
_—C
—¢[y/x]

Ve—p  —=Vz—p

1
C RAA

[v [y/=]],

IE(1)
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Beweis:
Ve—p
[ely =@
Jxp 1
T 3E(1)

2.6.7 Theorem

I' vk o = T[t/z] =y @[t/z] fiir eine Variante! T7, ¢’ von T, ¢, in der keine Variable aus ¢ als gebundene

Variable vorkommt.

Beweis:

1. ¢ € T (Annahme). Benenne gebundene Variablen in ¢ so um, dass sie von Variablen in ¢ verschieden sind.

2. Aussagenlogische Regeln. +/

Yy (y)
3. Es geht #(s)

Vuy'(u) [t/x]

iiber in  ¢'(s) [t/x] , wobei u = y, falls y in ¢ vorkommt. Ansonsten ist u eine bisher

noch nicht vorgekommene Variable.

4. Es ergibt sich Vzy(2) v
D

Falls y in ¢ vorkommt, wenden wir die IV (“mit y als « und ¢ als v”) an und

erhalten v (v), wobei v in ¢ nicht vorkommt.

Da v nicht in den offenen Annahmen vorkommen kann, dndert sich an den Annamen nichts. Daraus ergibt

D//
D//
: Y (v) [t/x]

sich wieder mit der IV eine Ableitung ¢'(v) [¢/z] und dann Yuy)'(u) [t/x], wobei u = z, falls z in ¢ nicht

vorkommt.

2.6.8 Korollar

I o= Tt/z] = olt/z]

Bemerkungen:

1. Gilt auch fir NK.
2. Gilt nicht fir NKE.

2.6.9 Definition

Erweiterung von I' = ¢ auf freie Variablen.

A E=T[d] & A E pla] fir alle pe T.
I'Epe AETa = AE ¢[d fir alle A, @)

1Resultat von gebundener Umbenennung
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2.6.10 Theorem

F'p=TEy

Beweis:

1. ¢ Annahme, d.h. p €T
Zu zeigen: A = pld] = A & [a]

2. Anwendung Aussagenlogik-Regel, z.B. — I

[¢1]
©2

Es ergibt sich: o1 — ©2

Dann T', 1 F 2

= (A =T u{p}[d] = A= pod] fir alle A, @)

= A E (p1 — p2)[d] fiir alle A, a.

Analog fiir die anderen Aussagenlogik-Fille.

¥(y)
3. Sei VI angewendet: Yzi)(z)
0.B.d.A. nehmen wir an, dass y unsere erste Variable ist. Dann gilt: T+ ¥(y) = T E ¢¥(y)
= [A =T d = Ak ¢(y)[b,d] fir alle A und b, @]
= [A = I'[@] =fiir alle b : A = P(y)[b, d] fiir alle A, d]
= [ = T'[d] =% & Vz¢(y)[d] fir alle 2 und ]

2.7 Vollstandigkeitssatz
2.7.1 Lemma

Falls T" konsistent, dann I" erfiillbar.

2.7.2 Vollstiandigkeitssatz

=Ty

Beweis:

it ¢ = T u {—¢} konsistent
= T u {—p} erfiillbar

=THe

2.7.3 Definition

Eine Sprache ist eine Menge von Formeln.

1. Eine Theorie T ist eine Formelmenge, die unter Ableitbarkeit abgeschlossen ist, d.h. T - = p e T.
2. Falls T' = {p|I" ¢}, dann heifft I' Axiomatisierung in 7". Die Elemente in T" heifien Axiome.

3. T ist eine Henkin-Theorie, falls es fiir jede Aussage 3z¢(z) eine Konstante ¢ gibt mit Jzp(x) — p(c) € T
(“c heifit Belegexemplar/Zeuge/witness”)
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2.7.4 Definition

Seien T und 7" Theorien in L bzw. L’.

1. T" ist Erweiterung von T, falls T < T".

2. T’ ist konservative Erweiterung von T, falls T € 7" und 7" n L = T.

2.7.5 Definition

Sei T eine Theorie in L. L* enthalte zu jeder Aussage o der Form dzp(x) eine Konstante ¢, so dass verschiedenen
o und o' verschiedene Konstanten ¢, und ¢, entsprechen. T™* sei die Theorie, die axiomatisiert wird durch
T v {3zp(x) = p(co)|o der Form Jzp(z)}

2.7.6 Lemma
L't o= Tz/c] - ¢lz/c]
2.7.7 Lemma

T* ist konservativ iiber T'.

Beweis:

T, 3ap(x) — ¢(c) 1 F¢€L

=I'F (Jzp(z) > ¢(c) —

=I'F (Jzp(z) > ¢(y) — ¢

=T+ Yy[(Bzp(z) — ¢(y)) = ¢] (y nicht in T")
=T+ Jy(Fzp(z) = p(y)) — ¥ (y nicht in p)
=I'+ (Jzp(z) - ye(y)) - ¢

=T~y
Hieraus durch Induktion I', A,, ... A, - ¢
=T+

2.7.8 Lemma

T,, ist Henkin-Theorie und konservativ iiber T'.

Beweis:

1. T, ist eine Theorie.

T, 0= @o,...,n o fir {po,...,0on} ST,
i € Tpy, fiir ein m; : m := max{mog,...,mp}
DaT,, STy Ty -o.

Daher o € T}, da T}, Theorie.

=c0€eT,

2. T, ist eine Henkin-Theorie. Nach Konstruktion.

3. T, ist konservativ iiber 7.

T, o= T,  o. Induktion iiber m. (Benutze voriges Lemma als Inktionsmodell.)
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2.7.9 Korollar

TV & TLV.1

2.7.10 Lindenbaum-Lemma

Jede konsistente Theorie ist enthalten in einer maximal konsistenten Theorie.

Beweis:

Behalte Menge A aller konsistenten Erweiterungen 7" von T', geordnet durch <.
1. Jede Kette in A hat eine obere Schranke. Sei {T;|i € I} eine Kette, dann ist | J{T;|i € I} eine konsistente
Erweiterung.
2. Daher hat A ein maximales Element T},,,.-

3. Tinae ist maximal konsistent. [Zorns Lemmal

2.7.11 Lemma

Sei Thqz eine maximal konsistente Erweiterung von T,,, dann ist T;,,, eine Henkin-Theorie.

2.7.12 Lemma

Sei Thqz €ine maximal konsistente Henkin-Erweiterung von T, dann hat 15,4, ein Modell.

Beweis:

P, tn) = f(tr, . t)

(h,y.ooitny € P2 o Thge - Pty ..., 1)

A =¢

Diese Definition ist unabhingig von der Auswahl der Reprisentanten ¢ von ¢, da in T}, die Gleichheitsaxiome
gelten.

Es gilt: [t]*
[]¥ = X =

Lt t)]? = PR T8 ]™) = 2, tn) = f2 (. t)

t.

Q||

Behauptung:

A= Thax = ¢

Induktion iiber ¢:

patomar # L: At =ty ot =ty & Thae - 11 = to

A Pty,....tn) & {1,...,tn) € PY & Thop b Plty, ..., 1)

p=Ll:A¥ELThwttL

=t oo AEY >0 (AE Y= AE0) S Taw 0 = Taw - 0 Ty -0 > 0
@ =1 A o analog.

v EVzy(z) < A = (a) fiir alle a € ||
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Hieraus: 2 E 9(c), wobei ¢ Beispiel fir 3z—9(x) = Thax - ¥(¢) = Thnae E —3z—9(x), da T H Jz—(z) —
—Y(¢) = Thao F Varh(z)

Umgekehrt: Tyoq = V2p(z) = Tinas - () fiir alle geschlossenen Terme ¢ = 2 k= ¢(t) fiir alle geschlossenen
Terme t < 2 = ¥(1)[[t]*] © A E ¥ (x)[f] fiir alle geschlossenen Terme ¢t < 2 &= Vi) (x)

Wir betrachten Sprachen, deren Konstantenmengen beliebige Kardinalitdt x haben kénnen.
L: Menge der Aussagen von L

|L| := min(Ry, k)

2.7.13 Vorlidufer des Modellexistenzlemmas:

I" konsistente Aussagenmenge = I' hat Modell der Kardinalitat |L|.

2.7.14 Kompaktheitssatz:

I erfiillbar < jede endliche Teilmenge erfiillbar.

Beweis:

' L < 'i# L < fiir jedes endliche I" € T': TV i£ L < fiir jedes endliche IV € T': TV ¥ L

2.7.15 Endlichkeitssatz

I' = ¢ < Es gibt endliches IV € T mit IV &= ¢.

Beweis:

F'Ep<e 'k p<e Esgbt IV ST endlich. IV ¢, IV E ¢

2.7.16 Definition:

AET o AE= @ fir jedes pe T
Mod(T):={A: AT}
Th(K) :={o: 2 = o fiir alle A € K} (wobei K eine Menge von Strukturen)

2.7.17 Lemma:

1. T € A= Mod(A) € Mod(I")
2. K € K' = Th(K') € Th(K)

Beweis:

1. AEA=> AT wel TS A
2. K'Ep= KEpwel K€ K’

2.7.18 Lowenheim-Skolem abwirts

Sei T' eine Menge von Aussagen in L mit |L| = x und A > k. Falls I" ein Modell der Kardinalitdt A hat, dann
auch eines fiir jedes £’ mit Kk < &' < A.
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Beweis:

Fiige zu L eine Menge {c;|i € I} von neuen Konstanten hinzu mit ¢; # ¢; fiir i, j € I und ¢ # j, wobei |I| = £’.
L’ sei die so erweiterte Sprache. Sei 20 Modell von I' der Kardinalitét A. (|| = A) Wir erweitern 2 um «’ viele
verschiedene Konstanten zu 2’ (das ist moglich, da || = A > £’). 2’ ist Modell von I" und ' & ¢;#c; fiir i # j
.I" =T U {¢;#c¢;li # j}. Nach dem Modellexistenzlemma gibt es ein Modell B8 der Kardinalitét |L'| = £’ von
I

Damit hat auch I" ein Modell B der Kardinalitdt K’ (wobei 9B die Signatur von L hat, |B'| = |B|).

const (B) = const (B') \{c;|i € I}

2.7.19 Lowenheim-Skolem aufwirts

Sei T" eine Menge von Aussagen in L und |L| = k. Falls T ein Modell der Kardinalitdt A > « hat, dann auch
eines fiir jedes p = A.

Beweis:

Wie vorher fiigen wir eine Menge {c;|i € I} neuer Konstanten zu L hinzu und |I| = p und betrachte IV :=
rv {ci¥cj|z’,j el,i+# j}. Wir zeigen, dass jedes A € I" fiir endliche A ein Modell hat. Falls A die Konstanten
Ciys---,Cy, enthdlt,ist AT U {cip;'éciq |p, g < k} =: Ig. Jedes Modell von Ty ist Modell von A. Sei 2l € Mod(T'),
|2l = A. Wir erweitern 2 zu ', wobei U’ k neue Konstanten ay, ..., a; enthélt. Damit ' = Iy, also A’ E A.
Nach Kompaktheit gibt es Modell 8’ mit B’ & I’. Damit B’ = T, aber auch B = T, wobei B Signatur der
Ausgangssprache L hat (const(B) = const (B')\ {c;li € I} ). Aus B’ &= ¢;#c; fiir i # j € I folgt |B’| > p, also
auch |B| > u. Falls > u, wende Lowenheim-Skolem abwiérts an.

2.8 Endlichkeit ist keine erststufige Eigenschaft
2.8.1 Lemma

Wenn I' beliebig grofte endliche Modelle hat, dann hat I" ein unendliches Modell.

Beweis:

Sei A\p :=3z1,...,2, A\ ;vﬁéx] “Es gibt mindestens n Elemente”.
i#j
1,J<n

A = A, < |2 hat mindestens n Elemente.

AE M1 =>AE N,

Sei IV =T u {\,|n = 1}. Sei A € IV, wobei A endlich. Sei A, das \,, mit gréftem n in A.

ATt =>AE=u{d, ..., A\n} = 2AEA.

Mod(T u {\}) # & nach Korollar. Also Mod(A) # &. Wegen Kompaktheit gilt: T ist erfiillbar (Mod(T”) #
D).

Jedes Modell von I ist unendlich. Dieses Modell ist auch Modell von T".

2.8.2 Korollar

Sei K eine Klasse von Strukturen (mit fester Signatur), die endliche Struktur beliebiger Grofe enthilt, dann
gibt es kein T, so dass Mod(T") = {2 € K|2 endlich}.
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Beweis:

Andernfalls wiirde I Modelle beliebiger endlicher Grofe haben und damit unendliches Modell.
= Es gibt kein T, so dass Mod(T") = {(|2 endlich}

A E {\u|n = 1} = || unendlich
Es gibt keine endliche Menge mit dieser Eigenschaft. D.h. es gibt kein endliches I" mit 2 = I' < |2(| unendlich.

2.8.3 Definition

Eine Menge von Strukturen K heift (endlich) axiomatisierbar, falls es (endliches) I" gibt, so dass K = Mod(T").

2.8.4 Lemma

K endlich axiomatisierbar & K und K¢ axiomatisierbar.

Beweis:
= K:MOd({%Ohv@n})
= K = Mod({p1 A+ A pm}
= K= {AA¢ K} = {AA ¢ Mod({or A -+ A pa})} = { AU € Mod({—(p1 A -+ A pa)})
axioma?isierbar
<: K = Mod(T"), K¢ = Mod(A)

= KnK®=Mod(l') n Mod(A) = Mod(T' u A)
= es gilt p1,...,0, €T, Y1,..., 0y € A, so dass Mod({©1,...,0n, V1, Vm}) =D
= Mod({gol,...,gon}Zm{\/[od({wl,...,wmp =
EMO(;((F):K EModTA):KC
=: e Mod({g1, ..., on}) = A ¢ Mod({thr,...,0m)) = A ¢ Mod(A) = Ae K¢ = Ae K
Ae K =Ae Mod({e1,...,¢0n})
Also: K = Mod({¢1,.--,¢n})
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